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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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ПРЕДИСЛ0В1Е. 



Книга эта заБЛОчаетъ въ себ! кинематическую чаетБ курса 
аналитической механики, который я читаю лицамъ, знакомымъ 
съ оенован1ями дифференц1альнаго м интетралънаго исчислешй. 

Принятое въ настоящее время раздФлен1е аналитической ме-^ 
ханики на дв1( части: Кинематическую и Кинетическую, устано- 
вилось по мЪр'Ь развитзя науки и необходимость его указана уже 
давно авторитетами, которнмъ аналитическая механика обязана 
своимъ настоящимъ состоян1емъ. 

Аналитическая механика мм^Ьетъ т'Ьсную связь, съ одной сто- 
роны съ геометр1ей, съ другой — съ натуральной философ1ей; первая 
связь проявляется въ кинематик'Ь, вторая ~въ кинетик^Ь. 

Натуральною философхею назнваютъ, со временъ Ньютона, 
всю систему наукъ, занимающихся изслФдован1емъ законовъ ма- 
терьяльнаго М1ра и предсказан1емъ, на основашм зтихъ законовъ, 
новнхъ явлен1й, еще не наблюденныхъ. 

По опред'Ьленш^ данному Ньютономъ въ предислов1и къ пер- 
вому М8лан1ю его книги: РЬИоворЫае па(пга118 рппарха та1;Ье- 
таМса, аналитическая^ или, какъ онъ наэнваетъ, Ращональная 
Механика есть точная наука, трактующая о движешяхъ, произ* 
водммыхъ данными силами, и о силахъ, потребныхъ для произ- 
ведеа1я данныхъ движенШ. 

Это опред*клен1е по видимому не полно; въ немъ, наприм^Ьръ, 
умалчивается о т!Ьхъ случаяхъ, когда матерьяльныя гЬла, под- 
вержениня дМств1ю силъ, находятся въ покоФ. Однако, вопросы 
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атого рода могутъ подразумеваться, вакъ частные случаи вопро- 
совъ динаиичесБихъ, такъ Бакъ покой можно разсматривать, какъ - 
частный случай двихешя. 

Съ другой стороны нельзя и требовать, чтобы опред'Ьлен1е 
всего объема науки могло быть высказано въ двухъ, трехъ фра- 
захъ: назначете опред'Ьлен1я состоитъ въ указан1И ц'Ьли науки 
и м^ста ея по отношенш къ наукамъ съ нею сроднымъ. 

Сопоставляя вышеприведенныя определения Натуральной Фи* 
лософш и Механики, мы видимъ, что последняя должна служить 
основан1емъ первой; на атомъ м^стФ мы, действительно, нахо- 
димъ механику, какъ у Ньютона, такъ и у новейвшхъ авторовъ 
(иапр. у Томсона и Тета). 

Связь механики съ геометр1ей обусловливается тЪмъ^ что прежде 
разсмотрешя зависимости между движен1емъ матерьяльвыхъ тФлъ 
и причинами движен1я, мы должны изучить, — какъ заметилъ 
д'Аламберъ,— теор1Ю движешя геометрическихъ и матерьяльныхъ 
объектовъ независимо отъ причинъ, производящихъ движенхе; эта 
теор1Я движешя, по почину Ампера, на8ываетс41 Кинематикою. 

Хотя кинематика более прннадлежитъ къ геометрхи, чемъ къ ме- 
ханике, такъ какъ она основывается только на акс10махъ чистой ма- 
тематики и, кроме того, мнопе вопросы кинематики имеютъ скорее 
геометрическШ, чемъ иеханическ1й интересъ^ но, однако, приходится 
ее разсматривать даже въ настоящее время какъ часть механики, по- 
тому что мног1я, разсматриваемыя въ неД, качества движеихя (ско- 
рость, ускорен1е, угловая скорость и проч.) имеютъ весьма важ- 
ное значен1е въ Механике и почти не разсматриваются въ геометрхи. 

По сказаннымъ причинамъ, мы разделаемъ механику на: 

кикематическую часть, въ которой разсматривается движбН1е 
независимо отъ причинъ его, и на 

кинетическую часть, въ которой разсматривается зависимость 
между движен1емъ матерш и причинами, его производящими. 

Система изложен1я кинематической части, принятая мною, не 
заимствована ни у котораго изъ известныхъ мне авторовъ меха- 
ники; но я не могу утверждать, чтобы она принадлеавала мне 
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веец1к10, во первнхъ потону, что во жногнхъ н^етахъ я и^ 
пр1И|р7 Дюганеля, Бура, Сомова и другихъ, во-вторнхъ а 
что порядоЕЪ юложени, Еоторожу я С11>ду1), является нво( 
жннъ по требовая1ю настоящато времени; я шлага]), что 1 
конь Еорядк^ ввлагаюгь шперь механику почти вездф, 
дФюсь, что одновременно съ моимъ курсомъ появятся гд'Ь 
Еуреы другихъ авторовъ, изложенные подобнымъ-же образо 

Не входя здЪсь въ подробное перечислен1е порядна нзло. 
съ которнмъ можно ознакомиться по прилагаемому оглавле! 
укажу на введевву» мною статью объ относительномъ дв1 
точки по отношен1Ю кг движущейся изм11ияемой сред'Ь ( 
У) и на отноеащ1еся къ втой статье примеры 40 и 41 
ГлавЪ УИ); введепе ихъ я счелъ полезннмъ въ вндахъ 
щен]в теоремн о геометрнческомъ сложен1и скоростей. 

Въ виду назначеи1Я этого курса я не включвлъ въ 
твор!и криволинейЕыхъ координатъ, статьи о мгновенномъ I 
ускорен1Й точекъ твердаго т11ла, статьи объ относительвнхъ 
рен1яхъ точекъ твердаго т^ла, имЪющаго относительное д 
н1е по отношен1ю къ я^июторой неизменяемой системе, и 
торыхъ другихъ статей; такъ назнваемая кинематика нвм^а 
т11ла будетъ вом11щена въ особой ввкгФ, въ которой буде' 
ложева гидродинамика и твор1я упругости. 

НФкоторнмн примерами, помФщенинми въ ениг11, я о( 
знакомству съ работами нашихъ руескмхъ ученнхъ: Гг. Щ 
соровъ Окатова, В. Циигера, Жуковскаго я другихъ. Н|^ 
ВП0СЛ11ДСТВ1В присоединить къ этимъ примФрамъ большее 
задачъ для упражиенхя по авалятической иеханикФ. 



Д. Вобылевъ. 
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Бинематической части. 

§§ ОТР. 

Введете 1 

ГЛАВА I: абсолютное движен1е и скорость точки 5 

1. Абсолютное движете точки. Единицы времени. Траэктор1я . . 5 

2. Внражен1е движетя точки въ пряыолинейныхъ прямоугольныхъ 
координатахъ. Составлете уравнешя траэктор1и. Прим']^ры 1-й, 

2-», 3-й 6 
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6, 7. (Прим'Ъръ прим'Ънетя косоугольныхъ координатъ) ... 8 
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м-Ьрамъ: 4, 5, 6, 7 31 

15. Годографъ скорости. Прим']Ьры 2, 3, 7, 5. (Прим']^ръ 10. Движе- 
те планетарное) 38 

Задачи 49 
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ВВЕДЕН1Е. 



1. Аиаштпеская или Рашонадьная Механика учить: 

Определять зависииость между движенгемь матерьяль- 
нихб «има и причинами , производящими или измЪндющищд 
двихеше 
и опред'клять услов1я, при которнхъ иатерьяльинд тАла, под* 
верхевння дМств1Ю тавихъ причинъ, могутъ оставаться въ 
поБО'Ь или двигаться изв^стпниъ образоиъ. 

2. Всякое движете совершается въ пространстве и во вре- 
мени; последи]я суть П0НЛТ1Я первоначальный и црост'Ми11я и 
по9тоиу не нуждающ1яся въ определешяхъ. ' 

Движете иатерьдльнаго гЬла есть совокупность движетй вс^хъ 
его точекъ. 

Движен1е точки есть последовательный и непрерывный пере- 
ходъ ея черезъ точки пространства, совершающ1йся съ течетемъ 
времени. 

3. Всякое матерьяльное т^ло имеетъ некоторое строен1е и 
обдадаетъ некоторыни физическиии свойствами. 

Подъ строетеиъ тела понииается: форма или видъ ограни- 
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чивающей его поверхности, видъ поверхностей ограничивающихъ 
его части и вообще взаимное расположеше всЬхъ частей его, 
нанъ крупннхъ, такъ и саиыхъ мельчайшихъ. 

Изи'Ьнен1Я въ строен1И тЪла называются дефориац1яин« 

ТаБ1я т'Ьла, воторня ни отъ вакихъ причинъ не претерп'Ьваютъ 
ниваБИхъ деформащй, называются вполне твердыми или неизм'Ь- 
няемыми т'Ьлами; можно сказать, что: твердое или неизмгьняемое 
тгьло есть такое^ въ которомг расстоянья между каждыми 
двумя точками^ принад^гежащими ему^ остаются неизмп^Н" 
ньшщ какъ бы ттьло ни двигалось и какимъ бы причинамъ 
движенья или условгямг оно ни было подвержено. 

Таш тФла называются также идеально-твердыми, такъ какъ 
въ дМствительности ни одно вещество не уловлетворяетъ услов1Ю 
полной неизменяемости въ строгоиъ смысл^Ь этого 'слова; твердый, 
въ физическомъ смысле, тФла приближаются къ этому идеалу 
бол'Ье или мен'Ье, смотря по евойствамъ вещества, виду т^^ла, 
величинамъ м направлешямъ приложенныхъ силъ. 

Одно изъ физическихъ свойствъ, присущихъ всякому дМ- 
ствительному матерьяльному т^лу, есть инерщя. 

Одно изъ проявлешй свойства инерщи заключается въ тоиъ, 
что тФло, находящееся въ поко'Ь, не можетъ безъ причины пр1Йдти 
въ движеше. 

4. Причины, приводящ1я покоющееся т^ло въ движеше, на- 
зываются силами. 

Другое проявлеше свойства инерщи заключается въ томъ, что 
по прекращеши д'Ьйств1я силъ на движущееся т'Ьло, движен1е его 
не прекращается, но сохраняетъ н^^которую опред'Ьленную форму, 
опред*Ьлен1е которой мы сд'Ьлаемъ посл'Ь; но теперь условимся 
называть это движен1е, сохраняющееся въ т'Ьл'Ь посл^ прекра- 
щешя д'Ьйств1я силъ на него, движен1емъ по инерщи. 
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Д>1«ев1б по перцш не Ж0«6ТЪ) и уквтаоИЕт&с!, яж йзк'Ь- 
•шить свою форму безъ нов&го д'Ьй^^тви сщлъ. 

Тавинъ образожъ юхво оказать, «1ю врзшщ двЕзкеви суто» 
лвоясаго рода: 

9) дИотвк енъ, 

6) свойство инерщж. 

5. Прежде ч'Ьмъ приступить къ предмету собственно Анали- 
тической Механики, придется условиться относительно опред'&ле- 
Я1Ж нЪвоторнхъ П0НЯТ1Й присущихъ движенш и существенно 
яеобходимнхъ въ Аналитической Механике; эти понят1я суть: 
скорость, ускореше, угловая скорость и ускоренхе и проч. 

При этомъ нн буденъ разснатривать движеше независимо 
^тъ производящвхъ его причинъ. 

У чен1е о движен1И, разсматриваемомъ независимо отъ причинъ его 
лромзводящихъ, называется Кинематикою; сравнивъ это опред'Ьлен1е 
-еъ вашеприведеннымъ опред'Ьлешемъ Аналитической Механики, мы 
должны будемъ заключить, что Кинематика не составляетъ, въ стро- 
(гомъ смысл'Ь слова, части Аналитической Механики; это есть скор'Ье 
*чаеть Геометр1И, именно Геометр1Я движен1я; несмотря на это, при 
шастоященъ состояши Математическииъ наукъ, приходится, въ силу 
леобходимости, причислять Кинематику къ Аналитической Меха- 
«ямкЪ, разсматривая ее какъ Геометрическое введенхе въ носл^^днюю. 

ПослЪ Кинеиатической части мы изложимъ тЪ положен1я и 
Фмпотезы, на которыхъ основывается Аналитическая Механика. 

Посл'Ьдняя разд'Ьляется, какъ изв'Ьстно, на Статику и Ди- 
дтживу; въ первой разсматриваются вопросы о равнов'Ьсш т^лъ 
«(вели выражаться точно, то слЪдуетъ сказать: вопросы о равно- 
лЪсш силъ приложенныхъ къ покоющимся гЬламъ), во второй — 
]аопросы ю движев1и т'Ьлъ. • 

1* 
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Отатива I Д|нмпгка вапелыю-жвдкихъ и газообравввхъ т^дъ^ 
теорш: упругости и равнов1ке]я енпуих'ь гЬлъ и проч., еуть« 
спец1а1ьнне отдФш А1аптм^<я&ой Неханиш. 

Брон:Ь того, въ вурсахъ Аналитической Механш поевя^ 
щаетсд особая глава теор1и силъ, д^Ьйствующихъ иа ра8етояя1ях'ь 
и инФющихъ тавъ называемый потеншалъ. 



Часть Кинематическая. 



ГЛАВА I. 



Абсо/йотное движви1е и снороеть точки. 

§ I. Абсолютное дэихеше точки есть нерехедъ ея чжрезъ 
•точки пространства, совершающШся оъ течен1бнъ времени: после- 
довательно и непрерывно. 

Пространство и ъЛ точки его кн ноиииаехъ неподвижшни, 
доэтоиу неподвижна и всякая лишя и всякая поверхность про- 
веденная черезъ точки пространства; ин проводииъ въ простран- 
ств^ три взаимно перпендикулярная плоскоски и принииаеиъ ихъ 
:за плоскости У02^ 20Х, ХО У прямоугольныхъ прямолинейннхъ 
воординатъ, П0М0Щ1Ю которыхъ внрахаемъ положенте точекъ въ 
иространств'Ь. Перес'Ьчен1Я этихъ плоскостей, такъ назнваемня 
оси координатъ, мн обозначаемъ чрезъ ОХ, ОУ, 02 (черт. 1); 
1Баждая ось им'Ьетъ положительную и отрицательную сторону; по- 
ложительный стороны осей расположены такъ, что наблюдатель, 
СТ0ЯЩ1Й ногами въ О — начале координатъ, прислонивштйся къ 
лоложительной оси 2г-оьъ и смотрящ1й вдоль по положительной 
ч>€И Х-овъ, будетъ им^ть положительную ось У-овъ вправо 
(черт. 2 и 3). Если намъ случится разсматривать какой либо 
вопросъ, въ которомъ положен1е точки определяется координа- 
тами на плоскости ХОУ, то мы всегда будемъ предполагать та- 
кое именно относительное расположенге осей ОХ и ОУ, 



Время считается отъ какой либо апохи иди вачальваго момевти- 
и измеряется числомъ едииицъ времеви протевшихъ отъ начально!^ 
9В0ХИ до разсматриваеиаго момента; время прошедшее отъ эпохм 
до момента бывшаго равЪе эпохи есть величина отрицательная^ 

За единицу времени мы будемъ принимать секунду средняго- 
времени; въ зв^здвнхъ суткахъ заключается 86164|09 такихъ- 
секундъ. Въ тФхъ случаяхъ, когда будетъ принята другая еди- 
ница времеви, будетъ сд'Ьлаво надлежащее укааая1е. 

Подвижная точка не можетъ находиться одновременно въ нФскодь* 
кихъ точкахъ пространства, но можетъ побывать въ нихъ послпдо- 
вательно въ развне моменты времени; дереходъ ея изъ одной точк9' 
пространства въ другую, находящуюся въ конечномъ разстоян1И отъ- 
первой, совершается черевъ промежусочнне 10чди иепрерывво, такъ- 
что движущаяся точка чертитъ въ пространстве непрошеную- 
лмнш, называемую траек1тр^ею абсолютною деиженгя точки. 

§ 2. Абсолютный координаты движущейся точки суть велм-> 
чины перемФнныя {х, у^ г\ непрерывно идменяюЩ1яся съ тече« 
шекъ вреиевн и они суть некоторый фуикц!! времени: 

^=Ш9 у=Ш1 ^—Ш) • • (1У 

Чтобы вполве внать абсолютное движете точки, надо чтоб» 
были даны дти функцш ^(О, ^(Оэ (Ш млн чтобы им&лись сред- 
ства и данныя для ихъ оаредедешя. 

Еии /*1/*2^ известны, то, по цсключс^нш на» равенствъ (1> 
времени <, .ми получимъ два уравнен1я кривой лиши, соединяю- 
щей все те точки пространства, через:}» которыя движущ||яс^^ 
точка проходитъ при даваомъ двнженш, т. е. иы цолучммV 
уравнен1Я тра8ктор1и этого движец1я. 

Пример : 
Примеръ 1-й 

ж«=аЧ-а<, у=&+Э*, ;гг=с+7^; 

ураввен1я траэкторш: 

х^а у — 6 е — с^ 



I 



9Т0 есть прямая литя, проходящая черезъ ту точку проетран- 
бтва, координаты которой суть: а, &, о; нвправлбК1е 9То1 тл 
ооетавдя€тъ съ осяш коордвнатъ таше угхн х^ (1, у, косгауш 
которнхъ пропорщоналънн велжчинанъ «, р, т- 

С08Х : €08^1 : со8у = а : р : у. 

Прга^ръ 2-й. 

Движение точке пронбходитъ въ пдоекоеки ХУ. 



уравнев1е траэкторш: 



2 2а» 



воказнваетъ, что это есть парабола, ии'Ьющая вершину въ О и 
главную ось по оси У черт. 4. 

Прим'Ьръ 3-й 



х—Ф, у=^— р<; г—о\ 



уравпеше траэкторш: 

это — тоже парабола, вершина которой не находится въ начале 
координатъ черт. 4Ы8* 

§ 3. Во нногихъ аучаяхъ, для удобства анализа, внражаютъ 
положеше движущейся точки поиощ11> координатъ другой систеин, 
напр. косоугольной, полярной, сферической и др. смотря по ха- 
рактеру движешя. Мы здФсь дадимъ необходимый указашя отно- 
сительно полярныхъ координатъ на плоскости, полуполярныхъ в 
сферическихъ координатъ въ трехъ и8М'Ьрен1яхъ, 1^оторнми намъ 
нередко придется пользоваться. 

Сферичесшя координаты какой либо точки Ж суть: 
г — ОЖ -^ длина рад1уса вектора ея, т. е. разетояше точки 
Ж отъ основной точки о — полюса системы, черт. 5. 
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? ^^^МОР-- уголь, состаияеннй радгусонъ векторомъ съ основ- 
вою лга1ю ОР-^ нодярною осью сютемЬ, ^^^X0^ — двугранной 
угожъ, сосшвляежн! плосвостыа МОР съ основною плоскостью 
РОХу которую нохно назвать олоскостью перваго Кбрид1ана. 

ВсЬ точки, которня им'Ьютъ одну н туже координату г=Б, ле- 
жать на поверхности сферы ии'Ьющей центръ въ О и радхусъ равный ^2. 

ВсЬ точки, который им'Ьють одну и туже координату ?=Ф, 
лежать на конической поверхности, ии'Ьющей вершину вь О^ и про- 
ИЗВ0ДДЩ1Я которой составляють сь полярною осью уголь равный Ф. 

ВсЬ точки, которыя ии'Ьють одну и ту же координату Ф=ЧГ, 
лежать вь одной и той же плоскости иерид10нальиой, т. е. прохо- 
дящей черезь полярную ось; уголь ^ опред^ляеть эту плоскость. 

Эти поверхности называются координатными поверхностями 

Все пространство занято треия систеиаия координатныхь по 
верхностей: 

1) Сфераии, ии'Ьющиии центрь вь полюсЬ О; рад1усы сферъ 
ИИ'ЬЮТЬ всевозиожныя величины отъ нуля до безконечности; уравнеюе 
такой сферы, ии'Ьющей радтусь Б, вь сферическихь координа- 



тахь есть: 



г = В. 



2) Еоническиии поверхностяии вращенхя около оси 0Р\ 
|гды ? поверхностей ии'Ьють всевозиожныя величины оть аула 
до 1г; уравнен1е такой поверхности, ин'Ьн>щей уголь Ф, вь сфе- 
рическихь координатахь есть: 

? = Ф. 

3) Меридшальныии плоскостяии наклоненными къ плоскости 
перваго иерид1ана подь всевозможными углами отъ ф=о до ^=2??; 
уравнен1е мерид10нальной плоскости, составляющей сь лервыиъ 
иерид1аномь уголь Ф, вь сферическихь координатахь есть: 

Ноложен1е точки определяется какь и'Ьст первс'Ьчеа1я трехъ 
координатныхь поверхностей: . . 



к 
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на которнхъ она находится совнФетно. 
СовоБупность уравнешй: 






= Ф| 



представллетъ лия1Ю пересЬченхя ]1ерид10дадьной плоскости и во- 
ШГЧ6СК0Й поверхности, на которнхъ находится точка. 

Совокупность уравнешй: 



::} 



оредетавлдбтъ лиж]ю дересЪчешя яерждш&льной плосвоетя I 
сферЫ) на которнхъ находится точка. 

Совокупность урав^ёа]й: 



<р = Ф ] . 



представллетъ лишю пересЪчен1д сферы и коническое цоверхиостж, 
на которнхъ находится точка. 

Эти ЛИИ1И навиваются координатными лин1ями; касатель- 
иыя же въ точк1^ М^ проведенння къ коордиватннлъ лин1лиъ, 
навиваются координатными осами. 

Положительная сторона каждой воордииатжЛ оси ипршляетеи 
въ ту сторону, куда увеличивается третья координата, аииеино: 

положительная сторона ося а, совпадающе! съ пряною аш- 
Н1ею (ф = Ф, <|'=:^), направлена въ ту сторону, куда увежичи*^ 
вается г, т« е. отъ полюса О, 

положительная сторона оси р, касательно! къ нерид1аиу <|/»^ 
на еферФ г^=Ву^ направлена въ ту ст<фону, куда увеличивается 
координата ?, 

положительная сторона оси т» касательно! къ паралельжому 
(яаложу) кругу 9=Ф и^ сфер'Ь г=Е9 жаправлежа въ ту его-* 
рону^ куда увеличивается Ф; 
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(угодъ ф увеличивается по нанравленш движени стр'Ьлокъ 
часовъ для наблюдателя расположеннаго по ОР). 

Эти координатный оси а, р, у изи'Ьняютъ свои направлешя 
при движеши точки; они ортогональнн, т. е. составляютъ одна 
съ другою пряные углы. 

Координаты движущейся точки суть функц1и времени: 

г^т); 9 = ГМ Ф = Мг); (2) 

а 

если эти функц1и известны, то изв'Ьстно движенхе точки; исключивъ 
изъ равенствъ время ^, получимъ два уравнешя между г, (р, <]>, 
представляющ1Я траэкторхю точки въ сферическихъ координатахъ. 

§ 4. При употреблен1И поляриыхъ координатъ на плоскости, 
координаты суть: рад1усъ вевторъ р=ОЛГи уголь Ь==:РОМ; коор*- 
дифатныя лиши суть: 0=соп8(; — лин1я ОМл и кругъ р=соп81; ко- 
ррдинатныя оси а и Р ортогональны; 6 изменяется отъ нуля до 2т: у и 
дал'Ье, въ положительную и отъ нуля до — 2т:, и дал-Ье въ отрица- 
тельную сторону; собственно говоря О можетъ принимать всевозмож- 
ный положительный и отрицательный величины; но {Ь-{'2т:) имФетъ 
при цфдомъ п тоже геометрическое значеше, что и О (черт. 6). 

§ 5. Полуполярныя или круговоцйлиндричесв1Я координаты ерь: 

1) а = 1ИМ, разстодше точки М отъ основной плоскости 
ХОУ] координатный поверхности, выражаемый уравнеюями вида: 
= соп81;., суть плоскости, параллельный плоскости ХОУ; ^мо- 
жетъ мшЬмяться между — оо и +<^; 

2) &=Ж>Х есть уголъ между плоскостью МОгОNж о(яов- 
ною плоскостью ЮХ] воординатяня поверхности, ввражаемыя 
уравиен1яия вида: 6=:со118(;., суть плоскости, проходящ1я черевъ 
ось 02] Ь можетъ изм'Ьняться отъ нудя до 21с въ положитель* 
ную и до ( — 2п) въ отрицательную сторону; (черт- 7) 

3) 9=^0^М=0N есть разсюямм точки М отъ основной 
оси 02] координатный поверхности, выражаемый уравнеи1яи1 
вмда: р»:соп$(;., суть цвлиндричесв1Я поверхности съ 1фуговымъ 
с^кчешемъ» пром8вод1Щ1я которнхъ параллельны оси 02; р мо» 
жетъ изм'Ьняться отъ нуля до 4~^* 
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Боординатныя лив]и и о^я еуА: 
координатная лин1я: 

6 = постоянному 
г = постоян. 

есть пряная лишя ОхЖа; ось а направлена въ сторону увеличешя р; 
координатная лин{я: 

е = пост. 
р = пост. 

есть кругъ рад1уса р въ плоскости = пост,, ин'Ьющ1й дентръ 
на оси 02; ось р направлена по касательной къ этой лии1и въ 
сторону увеличешя 6; 
координатная лин1я: 

р = пост. 
6 = пост. 

есть производящая цилиндра р=пост., прохоАящая черевъ точку М; 
ось т направлена въ сторону увеличен1Я а. 

§ 6. Прим'Ьрн движешй внраженннхъ въ втихъ координа^ 
тахъ: Въ полярныхъ координатахъ на иоскосш: 

Прих^кръ 4-й 
а и Т — постоянння величины; уравнеше траэктор1и: 

представляетъ Архииодову спираль. 
ПримФръ 5-й 



2п 



р = Ае''^ 6 = 4^«; 



уравнен1е траэкторш 



Ае 



пТ 

2п 



9 



]федетапябтъ лошриемическу!» соираль. 



•вческихъ воордпатахъ: 
> 6-В. 



? = 9о + « 



^9 



1?. 



|1«, ваходящаяся ва поверхвости сферы рад|]'са ^2, 
уравнен1ямн: 



'?! = '! 



1*?-^ 



1Ъ язъ ел11дующн8Ъ варагрыфовъ будетъ показаяо,. 
вая въ вахдоВ точЕ-б зтоВ врвво! соетавлветъ съ 
этой точкя постоавный уголъ л; такая кривая ва- 
№Лрои1ею. < . 

ово-цнлвндрвческяхъ коор;игнатахъ: 
■у 7-й 

1ЭКтор1в, ваходящеЭся ва цнлввдрв ческой аоверхвости 



г = А 



211' 



товая ЛВВ1Я; шагъ вивта = А а направлев1е вивто- 
жввополохво току, по цотороку д'Ьлаетея варева 
нквовеввыхъ вивтахъ. 
юрыхъ вопросахъ полезао бываетъ ввмтв пршюлкввй- 
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тя косоугольны! коврдпата; при употре<(лев1И шхъ надо, ко* 
вечно, 8нать утлн кехду оенмн коордннатъ. 

Укажеиъ на прин'1нен1е косоугольннхъ координатъ къ 11рим'1ру 31 
Вовьнемъ новую ось 0X^ (черт. 8), составляющую съ осью У угоя'в 

("^ + <о], а съ осью X уго1ъ со, тангенсъ котораго равенъ: (— ) ; новыя 

косоугодьныя координаты Х1 = ор, ^] « рт всякой точки выражаются въ 
прехнвхъ пряноугольныхъ коордпнатахъ (х — оп, у^пт) сл^дующимъ. 
образохъ: 

И1И, такъ какъ ^^ш=:— , а сл']Ьдоватедьно соз ш — -— ^=^ , то: 

I 

^1 — — ;; — «? У| — !/ + -;Г* 

Лодставивъ сюда выраженхя д; и ^ въ функщи времени, данння въ. 
прим'Ър']^ З-лъ, мы получимъ С1'Ьдующ1Я выражен1я двнжен1я въ косоугоА- 
Н12хъ коордпнатахъ: 



л?1 = «!/«» + ?*; Ух = ^^ 



2 

Эти выражен1я им^ютъ то преимущество нередъ выражетями того> 
же движешя въ прямоугольныхъ координатахъ, что у^ выражается однимъ- 
только членомъ, какъ въ прим']Ьр^ 2-мъ. 

По исключен1и времени Ь, мы получнмъ уравнен1е траэкторл въ та- 
ксшъ вид-к 

*1 д "*• ' 

I 

Изв^^но изъ аналитической геометр1и, что въ такомъ вид-]^ представ- 
ляется уравнеше параболы, если заноси косоугольныхъ координатъ взяты 
побочную ось параболы, проходящую чрезъ какую либо точку ея и каса- 
тельную въ этой точк^* известно, что побочная ось О У (черт. 9) параболы 
параллельна главной оси и что хорды ш,*», параллельный касательной ОХ^^ 
Д'к1ятся осью О У пополанъ (въ точк*]^ п); это и видно изъ приведеннага 
уравнешя; для каждаго у^=^оп уравнеше даетъ дв11 равныя ипротиво* 
положныя величины для ж, а именно: (+я?) = пш и (—«)«= шт. 
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§ 7. Двкжешб Т0ЧК1 въ црострвщст»! ножеть бить ввражево 

бще сд^дующинъ обравом: если буд^тъ д|(8а тра0ктор1я, шеъ по 
шгду, такъ и по положен1Ю въ пространств'Ь, и если будетъ И8в1^стно 
в*^ фунБцш врекеЕн разстояще движущеВея точки отъ н'Ь^БОI^0кро^ 
опред'Ьденной точке ^8о траэктор^в, считаемое до дугЬ этой крввой. 

РаЗСТ0ЯЕ1Я по ДугЬ ТраЭБТОрХЕ ЕЗИ'ЬрЯЮТСЯ ЛИНеЙЕНМЕ еДЕВЕ- 

цамЕ Е считаются отъ вавой лвбо точке траэвтар1Е доложЕтель- 
ИНЕЕ въ одномъ, отрЕцательЕНЕЕ въ протЕвоположномъ Еавра1В* 
лев1Е по кривой: величЕВН ра8стоян1й отъ 6^ ен будеиъ обозна- 
чать буквою $ (^0— ^); относительно доложительваго ваправле- 
В1Я по траэктор1Е надо въ каждоЕЪ случа-Ь условвться. 

Првведевъ два. прии'бра дввжев1й, внраженннхъ таквиъ 
образоЕЪ. 

ПрвЕФръ 8. Траактор1Я — окружность круга, выраженная въ 
долярныхъ воордЕватахъ ураввев1емъ 

додожительвыя разстояв1я по дуг:Ь считаются отъ точки ^о? на- 
ходящейся на полярной ОСЕ, въ сторову указанную стр'Ьлкою; 
доложепте точке на* кривой выражается равенствоЕъ 

8 *=* Л ВШ -ж- 1у 

полагая 1о=0 (черт. 10). 

Движущаяся точка въ зтомъ двЕжев1Е колеблется по дуг-Ь, 
совершая размахи равные Л въ положительную и отрицательную 
стороны отъ точки /8^0 ; движенге перюдическое; продолжитель- 
Еость по л наго перхода равна Т. 

ПриЕ'Ьръ 9. Тра9ктор1я —циклоида, отнесенная къ прямоуголь- 
нымъ пряЕолинейныЕЪ координатажъ и выражаемая уравпен1яии: 

ж == -й (о) + 81П О)) 

У = ^В(1 + сов<1)), 

въ которыхъ О) есть вспомогательный уголъ, могущШ им'Ьть до- 
ложительныя и отрицательный значещя. 



-.^_ 
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Точи» В^ — ва ООН У (черт. 11); положительное наоравле* 
В1е во траактор!! ^— въ сторону овначеввую етр'Ьлкою. 

Положен]е точки на криво! выражается равеветвовъ: 

что цредставдлетъ дввжбН1е сходвое съ дввжен1евъ предыдупщго 
дрин!Ьра во кругу. 

Каждое иаъ трелъ уравневШ: 

внражающилъ въ првноугольнвхъ пряволивейвнхъ воордвнатахъ 
какое либо движевхе точки въ вростраветв'Ь, представляетъ ви1ег1 
ев т^иъ дввжев)е но одной взъ осей воордвватъ нрямоугольвой 
нроакцш движущейел точки на ату ось^ то есть: я: » /1 (<) пред* 
ставллегь движен1е по оси X проекщи движущейся точки на ось 
Х-овъ; точкою /^о служить начало воордннатъ, ра8стаян1я ^ отъ 
вея суть величины а?; положительное направлев1е совпадаете оъ 
направлешеиъ положительно! оси Х-овъ. 

Подобный аначени ни-Ьють и оба друпи уравиен1я. 

§ 8. Пусть ^1 есть разстояше по тра9КТор1И движущейся 
точки отъ ' точки 5о въ воиентъ 11у ж 82 — подобная же вели- 
чина опред^Ьляющая положеше точки въ иоиентъ ^2* 

Разность ($2 — ^0 представляетъ перемгыценге точки по тра- 
актор1и изъ того п^ложен^я, которое она ни^^а въ иоиентъ ^, въ то 
положеше, которое она ии1Ьетъ въ иоиентъ ^з; переи'Ьщен1е иожетъ 
быть положнтельвыиъ и отрицательныиъ и иожетъ быть равно нулю, 
хотя точка и ии%ла движепе въ течен1И промежутка времени (^з— ^). 

Тавъ въ дрви^крЪ 8-нъ перемещение за вреия отъ { = до 

^ 3= ^ равно нулю, хотя в% течен1и этого вреиени точка ии!Ьла 

движете отъ$ = Одо$ = Л и обратно и длина всего пути, 
пройденна^о точкою въ течев{и атого пронежутка времени, равна 2Л. 

Длина пути^ проходимаго течкою въ течен1и какого либо 
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нроиежутва врененЕ^ есть велжчижа во всдконъ случа'Ь положитель- 
ная, хотя бн перехФще11б бнло отрщатольнамъ; еежл точка со- 
вершила хотя какое нибудь двигея1е въ течен1и дтого про>;ежутка 
времени или части его, то длина пути не можетъ быть равна нулю. 

Если движен1е совершало^ въ течбН1И разсматриваеиаго проме- 
жутка времени только въ одномъ направлен1И по траэктор1И^ то длина 
пути и перемтьщенге могутъ различаться только знакомъ, но не 
абсолютною величиною; длина пути есть величина всегда положи- 
тельная, а перем'Ьп(ен1е можетъ бнть и отрицательннмъ, если на- 
правлен1е движен1я было въ отрицательную сторону тра8ктор1и. 

Другое д'Ьло если направлея1е движен1я м'Ьнялось въ течен1е 
разсматрмваемаго промежутка времеин; раяд'Ьливъ движенго на части 
«■Ьми моментамм, въ которые направленхе движен1я изменялось въ 
противоположное, мы должны будемъ взять алгебраическую сумму 
положительныхъ и отрицательныхъ пере^Ьщетй, совершившихся въ 
течеши вс^хъ этихъ частей движен1я, если пожелаемъ составить изъ 
нихъ пербмФщеше за весь промежутокъ времени; если же потре- 
буется опред'Ьлить длину пути, пройденнаго въ течеши всеге 
промежутка, то должны будемъ взять сумму абсолютныхъ, поло- 
жительно взятнхъ, величинъ частннхъ перем'Ьщешй. 

НапримФръ, если точка, двигалась беаъ перем'Ьны направден1я 
отъ Мг (черт. 1 1 Ыв) (гд% она находилась въ моментъ ^) до Мг 
(моментъ ^2)9 зат'Ьмъ, переи'Ьнивъ зд'Ьсь направлеше движешя» до Ж» 
(моментъ ^з)} и, после новой перемены направлен1Я, до М^ (мо- 
ментъ ^4)9 то, при указавномъ стрелкою положительномъ направ- 
леши, частныя перемещешя въ промежутки времени: (}2'-гк)у 
(«3 — ^2), (*4 — <з) будутъ: 

(«а — «х), (5з~в1Х <^4 — 5з), ГД4 51 = дуг* 8оМ1у 82 = )8оЛГа, 

5з = 8оМг , 54 =« 8оМ^ ; первая и третья разность положительны, 
вторая ж)е — отрицательна: перем'Ьщем1е за промежутокъ времени 

<4— <1 будеТЪ (54 -^ 5з) + («3 — «а) + («2 — «х) = «4 ~ «ъ Т. €. 

равно длин* дуги Ж1ЛГ4, а длина пути будетъ равна: 

(«4 — %) + (^2 ~ вз) '+ («2 — «О, 
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т.-е. равна С7ИМ<Ь длинъ лугъ: 

Ж3Ж4, -Мв-Мз, МЖа, 

ЕДЯ равна дугЬ {М1М4 + 2 . Л/гЖз); дМствитедьно: дуги М1Щ 

и М2М4 точка пробежала по одному разу, а дугу М^в она 
проб'Ьхала три раза. 

§ 9. Среднею скоростью въ путщ совершаемомъ точною въ 
теченги промежутка времени (^2~^)9 называется отношенге 
между длиною пути 1, пробгьшемаго точкою въ теченш $того 
промежутка времени и величиною самаго промежутка; т.-е.: 

(Средняя скорость въ пути) = ^— у 

Это есть веяичина всегда положительная. 

Средняя скорость изи'Ьряется особыми сложными единицами — 
единитми скорости 

Изъ величинъ различнаго рода, разсматриваемыхъ въ Меха- 
ник'Ь, величины длинъ, времевъ и массъ измФряптся простыми еди- 
ницамМ) веб же проч1я величины изм'1ряются сложными единицами. 

Единицы длинъ, времени и массъ могутъ им^кть различную вели- 
чину: т.-е. за единицу длины можно взять километръ, метръ, санти- 
метръ, и др., за единицу времени сутки, часъ, иинуту или секунду 
средняго или зв'Ьзднаго времени; произвольна также и единица массы; 
при выраженш какихъ либо длинъ, временъ или массъ въ числахъ, 
должно быть означено также и наименоваше принятой единицы. 

Единицы же сложный, которыми изм'Ьряются проч1я величины, 
встр'Ьчающ1яся въ Аналитичаскбй механике, вполне определяются 
величинами едиинцъ длины, времени и массы. 
* Единица средней скорости принадлежитъ къ числу такихъ 
сложныхъ единицъ. 

Пусть I длина пути, заключаетъ въ себ'Ь Ь единицъ длииы^ а 
валичииа промежутка времени (^2 — ^г) заключаетъ т единицъ вре- 
мени (1у и т суть отвлеченный количества ц'Ьлыя иди дробныя); 
по приведенному опред'Ьлен1Ю, средняя скорость пути равна: 

2 



. X (едиинца ддины ) _ ^ ч, I едивида д«яы 1 
X (единица вреиенв) т (.единица вренекв] 

>едняя скорость въ — ралъ бодЪе той средне! ско- 
соторой длива пута, пройденнаго въ единицу врежени, 
|ц11 длины. 

а11равлен1е двихен1я по траэЕТор1и не иаж^икется и 
ношешя — одна я тахв для всАхъ к всакихъ вро- 
аремени {1г — ^О, какъ бы велики или налы от ни 
>кое двЕжен1е вазнвается равиомлрнымъ. 
ш: 

единица длины 



ь единицы средней скорости; это есть величина вполн'Ь 
0, БОЛЬ скоро иввфетно, что тгржнято за единиц; 
о ва единицу времени. 
Ьръ, если 

едниица длины =г метру 
единица времени = секунде вреди, врем., 
средней скорости есть та средняя скорость, хо- 
ьеян равномтьрное двыжтхе точки въ толп случал, 
ркдую секунду средняго времени пробплаетея одит 
1Ы пути. 
|1е: 

ь равнаиъ 1Л1 неравиамъ средней скорости въ мути, 
ъ въ течеиш того хе нронекуткА вреяеви; мы бу- 
ть 9Т0 (П'ноиеи1е среднею сю^остью яервм»щен*я 
цельному направлечт траэктор^ял въ течемш про- 
ремени и — Ьх. 

БЛ1 точка движется по оси Х-овъ, то средняя ско- 
н/ьщенЫ по положительному наяравлеиги оси Х-оп 
промежутка времени Ь, — к будете представляться 
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^$ **"■ Д'4 



а) БслЕ движенте въ теченхи промежутка времени (^2~.^1) 
«амравдено немзм'Ьнно по положмтельному направлешю траакто- 
^1м, ТО средняя скорость перем^Ьщен1Я есть величина положитель- 
лам м равна средней скорости пути, т. е. 

5 . . .' 

8^ — 8^ I 

б) Если движете въ течепи этого ирожежутка времени на- 
^Iравлено неизм'Ьнно по отрицательному иаправлен1ю траэктор!и, 
1» средняя скорость перем1щен1Я есть величина, равная отрица- 
-жельио взятой средней (жорости п]^ти, т^ е. 

8^ — 8^ I 

в) Если движен1е изгЬняетъ направление по траэ^^торхи въ 
течешм промежутка времени (<2 — ^О? то средняя скорость пере- 
«кщен1я можетъ им'Ьть знакъ положительный иди отрицательный; 
но всякомъ случа'Ь она тогда не равна средней скорости пути. 

§ 10. Означимъ черезъ & величину промежутка времени 
<<, — ^), такъ что ^2 = ^1 + Ь; чрезъ М*1 ■+•*, к) означимъ 
длжму пути, которую прежде обозначали просто черезъ I] пере- 
«кщепе придется теперь обозначать черезъ {зц^^ — %). 

При уменьшеши величины & промежутка времени, величина 
средней скорости въ пути будетъ изменяться, если движеН1е 
леравном'&рно; при приближен1И & къ нулю, величина ея будетъ 
приближаться къ некоторому пределу, называемому величиною 
.^шюросшш тачки ев мшментъ Ьх. 

Велтчинл скорости V т^очки въ какой либо момента вре^ 
тени Ь есть шредп>лак^ т кмпюрому приблиоклется средняя 
.^екарость в& пути, совершаемом» точкою въ теченш промс" 
якутка времениу начинающаъося въ моментъ (^ при улсвне»- 
лиенги величины промежутка до нуля; т. е. 



V = пределу ГА^-О! 



» = 



2* 
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это величина всегда положительная; она И8ифряетея единицей^ 
средней скорости, почему последнюю ин будеиъ называть просто- 
единицею скорости. 

Величину пред^Ьла, къ которому при этомъ приближается средняя 
скорость перем1ьщенгя^ мы будемъ называть скоростью ттки 
9ь моментъ I по положительному направлент траакторги. 

То есть: 

скорость еъ моментг < по положительному направлетю тра^ 
9кпюрги^= 



= пределу [ 



—5 — ]; 



Пользуясь обозначен1Ями дифференц1альнаго исчислешя и обозна- 
чая д приближающееся къ нулю черезъ М^ а (^^^^ — 8^), прибли- 
жающееся къ нулю черезъ Лз, мы можемъ скорость по положительному 
направлен1Ю траэктор1и представить подъ видомъ производной: 

Ёслй> наприм:Ьръ, точка движется по оси X, то производная* 

представляетъ для давнаго момента I времени скорость точки 
по положительной оси X въ моментъ I; мы будемъ вира-" 
оюаться короче: скорость по оси X въ моментъ и 

Если X есть координата точки въ моментъ { и если точка 
бываетъ въ подожен1Му опредФляемомъ этою координатою, только 
одинъ разъ въ течеюи всего движешя, то не будетъ ' никакое 

неопред1(ленности если мы скажемъ, что ^ есть скорость по- 

оси X въ точк^Ь, опред'ЬляемоЙ координатою х. 

* 

Въ движеп1и: 



X = т)\ У = шу, г = т) 
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«в11«111а кроюводннкъ: 






=ГЛ^) 



ж=Г.'И) 



(3) 



•«уть скорости въ моментъ I по осямъ X, У т 2 проэкцгй 
Лижущейся точки на эти оси. 

При приближен!! промежутка & къ нулю, ин рано или поздно 
дойдемъ до такой величины его (д), при которой движете, въ 
'течев1и его, не м'Ьняетъ своего направлен1я; разъ это достигнуто, 
^0 можно быть ув'Ьреннымъ, что направлеше движен1я будетъ 
яеизм'кнное и тоже самое внутри ьсЬхъ промежутковъ меньшихъ (&), 
какъ бы малы они ни были; на зтомъ основан1И (им*Ья въ виду 
сказанное въ пунктахъ а ж б параграфа 9-го) мы можемъ ска- 
зать а'Ьдующее относительно скорости V и скорости по поло- 
хнсительному направленгю травкторги. 

Скорость V есть абсолютная йеличина скорости по по- 
лоо§штельному напраелетю тра&кторги. 

Ёом движете въ раэсматриваекы! момеигь совершается въ 
аоюжнтехьяомъ направлешн травкторхм, то: 

аз 



'бСли оке двитсенге въ рассматриваемый моментл совершается 
м отрицательном направленги траэкторги, то 

аз 






сИ 



Когда ш$вЬапо положительное нанравлвте траэпорк, то^ 
ЯАЯ скорость 10 подожмтельмоуу намравжеяю въ как<И1 лмбо 
-«тЛ^ п будемъ вм%стЪ съ вмичимою V мать и иаправлеи1е 
движепи въ 9То1 точвА. 









ч 


^1 
^ 1 



« ! 
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Понятно, что напраеленге движенгя въ как&й либо икоЧкгЫпра^- 
экторги направлено по касательной ш кривой въ этой точкть^ 

Часто случается, преммущественно при криволинейномъ двяже- 
нш, что не делается услов1я относительно положительнаго нанравле- 
шя традктор1И; тогда, разсуждая о скорости, надо знать направлеше* 
движен1я; если 6$ есть бесконечно малое перелтщенге^ въ теченги- 
безконечно лшлаго времени си, въ направленги движенгя, то: 



V = 



^ 

аг 



{Ь8 ии'Ьетъ всегда положительное значеше). 

Впроченъ и въ зтихъ случаяхъ пишутъ ск ви^Ьсто 6^, чт(>^ 
будеиъ д'Ьлать и мн во многихъ случаяхъ криволинейнаго дви— 
жен1Я, не упуская однако изъ виду направлен1Я движенш. 

§ 11. На основан1И вышесказаннаго, если изв'Ьстна тразктор]я ш- 
положеше движущейся точки на ней выражено въ функц1И времени; 

то жн иожмъ «гряиб найти вь1р8жен{е въ функц1И времени ско- 
рости по положительному" тправлей!ю традктор1и: 

И такш:;» образоуь . (^д^мц : 9&ать велишму екоростж н направлен 
ше движен1я въ каждый мрмеатъ, а сдЛ^двватоАНО и въ кмиор' 
точкЪ траакторш. 

Въ примДрЪ 8-мъ: 



С^8 






Положимъ, что ^.= 10 тт., (10 миллиметрамъ); А пред- 
ставляетъ величину полуразмаха въ колебательвомъ дввжен1м^ 
разсматриваемомъ въ зтомъ орим'Ьр'Ь; продолжительность коле- 
баи1я.Т мн^дояожвмъ равною 01,4з вое;. (75 «вуидн); (МфёдФ- 
лмяъ вептак]? наябохьн1ей скорос1м, мторую мм'Ытъ точка я^ 
атомъ дрижеши. Иаибошшую сворооть- то^жа 1|я§1[ъ шАть щт 



сов 



271 ^ 

Т 



< = + 1 или ( — 1), то есть въ гмом«Н11К1: 
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т ьт 

въ 8ТЯ нокентн точка будетъ въ 5^ и величина своросп, неза* 
вжспо отъ зва&а, будетъ; 

^ 3,141 X 10 у (мидлиметръ) 

^ 0,4 /^ (секунда средн. врем.) » 

илж 

10/,ио /^ (сек. ср. врем.) > 

т.-е. въ 157 съ дробью разъ бол'Ье следующей единица скорости 

(мвдлиметръ) 
(сек. ср. врем.)" 

Если за единицу длины ин возьмемъ нетръ^ длину въ 1000 разъ 
большую ииллинетра, то та же санад скорость представит^н такъ: 

0.15705 X (Й1^ 
новая единица скорости: 

метръ 



секунда 

въ 1000 разъ бол^ке прежней, а число, показывающее сколько 

такихъ еднницъ заключается въ разсиатриваеиой скорости, унень- 

шилось во столько же разъ. 

Если мы возьмемъ минуту ср. врем, за единицу времени, то 

новая единица скорости: 

(метръ) 
(минута) 

будетъ въ во разъ нен'Ье предъидущей, причемъ величина той 
же скорости изобразится такъ: 

«7, -хаи минута' 

численная величина, вход^цам зд^Ьоь, въ 60 разъ бол'Ье численной 
величины од 5705 предъидущаго выражешя той же скорости. 

Когда движете выражается гЬмъ, что задаются или становятся 
изв'Ьстннми фенкц1и Ш)^и(^\1^^(^^ нредетавляющ1я законъ изм^Ьне-» 
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Н1Я воордннатъ точки, то веднчяна скоростж V и на11равлен1е движе- 
Н1Я въ каждый моментъ определяются а'Ьдующикъ образомъ. 

Двфференщадъ 8$ — элементъ дуги, пройденннй точкою въ те- 
чен1и элеиента вреиени сИ^ выражается при употреблеи1и ирямолиней- 
ннхъ пряноугольныхъ координатъ положительно взятымъ коряенъ: 



поэтому величина скорости V можетъ быть выражена сл'Ьдующимъ 
образонъ: 

" =й = + Аш + т + ш^ (*) 

т.-е. скорость движущейся точки равна положительно взятому корню 
изъ суммы квадратовъ скоростей проэкщй. ея на оси координатъ 

Скорости же по осямъ X, У, 2^ продкц1й точки на эти оси 
выражаются функц1ями времени по формуламъ (3); поатому мы 
им'Ьемъ выражеше: 

V = + }/\11 т + УП Ш + Чг Ш (5) 

представляющее V въ функши времени. 

Подъ нацравлен1емъ элемента 8$ мы будемъ подразумевать то 
направленхе, по которому его проб^гаетъ движущаяся точка и 

которое совпадаетъ съ направлешемъ движен]я; мы будемъ означать 
черезъ: 

(85,Х) (88, У,) (88,^ 

утлы, составляемые этимъ направлешемъ съ положительными на- 
правлен1ями осей координатъ. Дифференщалы Лх^ йу^ Лг^ пред- 
ставляющ1е приращен1Я координатъ точки въ теченш элемента вре- 
мени бЛу суть проекц1и элемента 8$ на положительный направлешя 
осей координатъ; поэтому: 



Лх = 8« С08 (88,Х) 
Ау = 85 С08 (85, У) 



= 85 сое (85,2^ 



(6) 
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Разд'Ьивъ о(Л чае» ]БШдаго изъ атяхъ равенетвъ на Лу по* 

дучимъ: 



V С08 (85,Х) = 



с1х 
~Ж1 



.; С08 (8.,У) = ^^ [ (7) 



V С08 (§8,^) = 






откуда, на основашя равенствъ (3) и (5), нн найдемъ выражения 
косияусовъ угловъ, составлденыхъ нааравлен1екъ движбН1Я съ осями 
Боординатъ, въ функц1яхъ врененв. 

Приложимъ сказанное зд'Ьсь къ прии'Ьрамъ, прнведеннынъ въ § 2. 
Въ прн]гЬр!Ь Ьмъ очевидно направлеше двихенк не изн^Ь- 
вяется 1 скорость: 

сохраняетъ постоянную величину; это дви«ен1е прлодииейное и 
равнои'Ьрное. 

Въ дрим'Ьръ 2-мъ величина скорости изменяется съ теченгемъ 
времени по следующему закону: 



она иепрерввно возрастаетъ; уголъ, составляемый направденгемъ 
движешя съ осью X имЪетъ косинусъ: 

вначале равный + 1 ? а потомъ уменьшающхйся и приближающШся 
къ нулю; космнусъ же угла съ осью У: 



С08 (85, У) = 



^ 



\/1>+дН^ 



вначале равенъ нулю, а потомъ увеличивается, приближаясь къ + 1 
Въ примере 3-мъ: 

«;=;+»/а* + Р^-2р(^ + 5Г^^ 
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свОро1еть Ы9тъ!к равва Ч- у'аз^ра^ мт'кжъ уненьшаетбя ж НАетъ 
наименьшую величину въ тотъ ноиентъ, когда 

т. е. 

следовательно въ нонентъ: 

^ 9 

Тогда координаты движущейся точки — сл'Ьдующ1я: 

_ а? __|! 

Зд'Ьсь у ииФетъ тоже свою наименьшую величину, а потому 
нанравлен1е движешя параллельно оси X. 

Далйе, воед1Ь атого момента^ скорость увеличквается безпре-- 
д'Ьльно. 

§ 12. Обыкновенно скорость V представ^кяютъ, как1^ отр1Ё;зокъ 
лиши, заключающ1й въ себе столько линейннхъ едияицъ, сколько 
въ самой скорости заключается единицъ скорости и отложенный 
отъ положен1Я точки по направлен1Ю движешя; скорость^ пред- 
ставленную такиигь образомъ, мы можемъ проектировать на какое 
либо направлен1е и на какую либо плоскость. 

Пусть скорость V заключаешь въ себе п единицъ скорости: 



Г ед. 
1ед. ] 



ДЛивы Т 
времеаи^' 

проэкщя длины, равной п единицъ длины и отложенной по напра^ 
влешю 8б, на ось X, будетъ равна длине: 

п С08 (85,Х) единицъ длины, 

представляющей скорость 
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въ жакокъ' пбо дви«е111и, которое въ ра»вкатрнвавмн1 момонп 
игквтъ вапрам^те паралл^лвве вомвительвошу ва11раме11ю от 
X, еелв 008 (^^ Д) > О влв «алравлен1б про1Ввовохожбое, еси 
со8($9Д)<0; [г;со5(8^Д)] вы назнваевъ продкц{еА скороств 
ва о«ь X 

До евхъ ворЪ) говоря о свороств, вн в« употреблвлв внражев%1: 
«вапрюлев1е овороств>; отвнв'к ва будевъ употреблять атотъ тер* 
мивъ, понввая подъ нввъ ваврав)мв1б двв«ев1Я, тааъ ва1№ во 
втову ваправ1ея1ю отлагается длвва прбдставдяюцая евороеть. 

Шъ равеветв% (7) ввдво^ ^то про9кцгя скорости д9ио1еущейСя 
точки р.а одну шъ осей координатб равна скорости по ътой 
оси проэкцги движущейся точки на эту ось. 

Изъ внражеи1й (4) в (7) сл^дуетъ далФе, что скорость дввжу- 
щейся точкв, представлеввая отр^Ьзкохъ лввхв, есть дхагональ 
параллелепвпеда, построеннаго на длинахъ параллельныхъ осявъ коор- 

двватъ в представляющихъ свороств -^ -^ -д^-; т. е. еслв ребрам 

МУ^ Л/Т», МТв (черт. 1 3) этого параллелеввоеда раввн в парал- 

с1х йи йя 

лельны сЕоростявъ ^' ^^ "5^» то Д1аговаль представляетъ ско- 
рость дввжущеЯся точвв во велвчвв:Ь в по направлев1Ю. 

§ 13. Коердвваты х, у, $ суть вроекц1в радауеа вектора 
ОМ проведевваго ввъ вачала воордввать къ раасмтрвваемой 
точкФ, на оси коордвнатъ, то есть: 

(вапраплен1е рад1уса вектора г считается отъ начала 



у=гсо8(г,У) 



коордвватъ въ точк* М) (черт. 14) 



^8? =^ г С08 (г;г) 

лоэтову равевства (7) вожво внразвть сл'Ьдующввъ образовъ. 

^) С08 (г?,Х) 



й{г сов (г,3[)) 



V С08 (|Г, У) 



Л(^Г С08 (г, У)) 



УС08М= '^^''У^^ 
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Т. е. проакц1я абсолютной скорости на одву изъ осей координатъ 
(Еоторна недодвнжвв) ра^аа дрон9М)Д80й по враменж отъ продкщв 
на ту же ось рад1уса вектора, проэеденнаго изФ начала координатъ 
къ движущейся точкФ. 

Подобною же фориулою выражается проэкц1я абсолютно! 
скорости на всякое неподеы(исное нанравлен1е, то есть такое, 
которое составляетъ еъ осями координатъ постоянные углы; пусть 
Р или ОР будетъ это наоравлеше. 

Косинусъ угла, составляеиаго направлен1яии V ж Р другъ съ 
другоиъ, выражается, какъ изв'Ьстно, сл'Ьдующииъ образоиъ: 

со8(г;^) =со8(1;Д)со8(РД)+со8(!;, У)со8(Р, У)+со8(|;^со8(Р^ 

откуда: 

|?со8(г;,Р>=|;со8(г;,Х)со8(РД)+|;со8(г;Д )со8(Р, У)+г;со8(^;2')со8(Р;^ 

на основанш фориулъ (9): 

^С08(г;, Р) = й^^^^|^^8(РД)+сг — "^соаСР, У) + 

+ сг^-^?^со8(РД); (9) 

во, такъ какъ сое (Р,Х), сов (Р,У), сон (Р^) ииЛютъ постоян- 
ныя, неизнФияющ1яся съ течен1емъ вреиени величины, то: 

/ р) _ €1[гсофХ)со$(РХ)+гсо^(гУ)со^(РУ)+гсов(г:г)соз(Рг)] 

НЛН 

VСОВ(V,Р)^'^'Ц (10) 

т. е. проэкцгя скорости абсолютнаю двио/сенгя точки на 
всякое направленге, неизмгьняющбеся съ теченгемг времени^ 
равна производной по времени отъ проэкцги радгуса вектора 
движущейся точки на тооюе направлете. 

Если точка при с|оемъ движен1и находится въ постоянномъ 
разстоянш отъ начала координатъ, т. е. если длина радгуса 
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вектора остается постоянною, то проэкщя скорости таков точк! 
на неизн^нное направлбН]е вврагается формулою. 

VСО^{VР) = ^ ^ — - (1^) 

Понятно, что тра8ктор1я, опясяваемая такою точкою, есть 
кряваяу расположенная на поверхности сферн радхуса г и что 
скорость н радтусъ векторъ взаимно перпендикулярны. 

Если рад1усъ векторъ постоянно равенъ еднниц'Ь, то проэвщи 
скорости движущейся точки на осяхъ координатъ выражаются 
сл-Ьдующини формулами: 

Vи С08 (Vи,X) — ^^ 

г;^со8 {V^,У) = -^^|?— ^} (13) 

Vи С08 {Vи^2) = Щ-^ 

Зд^ксь и означаетъ направлен1е рад1уса вектора и г;« скорость 

1 

точки, рад1усъ векторъ которой постоянно равенъ единиц'Ь. 

Проакц1Я скорости на направлеше, изм'Ьняющееся одновременно 
съ движен1емъ точки, выралкается формулаии бол^Ье сложныни^ 
чФмъ предыдущ1я. 

Пусть 27 есть такое направлеше; на основаши формулы (10) 
мы имФемъ: 

НО такъ какъ сов (?7,Х), сое {II, У), сое {1Т,2) суть величины 
перем'Ьнныя съ течен1емъ времени, то мы можемъ произвести сл^Ь- 
дуюп(]я преобразовашл: 

И подобный же для прочихъ двухъ произведешй; а потому: 
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I 

^>^Л, ТТ\ (Л^ГС08(гД)С08(1Г,Х)+ГС08(г,У)С08(г7,>)Ч-ГС08ГГ,2)С08(17,-^1 

РсОо \Рщ с/ / = — Л^ ' ' * 

- г[со8(г Д) ^?^ + соз(г,У) ^^^^) + С08 М) ^^1^] . 

Предетавинъ себ'Ь, что изъ начала координатъ проведенъ 
Бюоиоратедьянй рад1уеъ векторъ, длины равной единице ш парал- 
лельный наоравлбН1ю С; пусть Vи есть скорость точки, находя* 
щейся на ковц*! этого рад1уса вектора; на основаюи формулъ 
(13) мы можсиъ аан'кннть въ оосл'Ьднехъ равенстве проивводныя: 



с[( 



аг 



аг 



величннани: 



г;^С08(|;«Д), 1;«со8(г;^ У), г?иС08(г;и,^), 



тогда проэкц1я скорости на направлете Л представится подъ 
сл'Ьдующииъ видонъ: 

Vсо^{V^) = ^^/ ^ — гУиСоаСп;^); ... (14) 

то есть: проэкцгя скорости какой либо движущейся точки на 
направленгву измгьняюьцееся одновременно съ овиженгемъ точкЫу 
равняется прог^зводной по времени отъ проэкцги на подвиж- 
ное направлете радгуса вектора движущейся точкщ умень- 
шенной на величину проиаведенгя изъ ]^адгуса вектора и 
проэкцги на нею скорости ь^. 

Скорость V^ перпендикулярна къ направлен1Ю и. 

Намъ придется пользоваться фориулою (14). 

Прозкфд скорости на каЁую либо неподвижную плоскость II 
равна: 

V^ = V 81П {V,N) 

гд'Ь N — направлен1б нормали къ этой плоскости. 

Наприм'Ьръ, проэкц1И скорости на плоскостяхъ координатъ: 



ХУ, У2, 2Х 



равны: 
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V^^^тп{V,X) 1- • • • (15) 

но это даетъ нанъ только ввлячмну, но не иаоравлеше жаждой що^ 
ЭБЦш; чтобы знать положеше V^^ въ плоскости П, надо знать вели- 
чины про9кц!й «;„ на два взаимно перпендикулярнйя направлешя, 
проведенныя въ зтой плоскости; пусть Ж!2Г (черт. 15) будете одно 
изъ этихъ направлешй; проэкщя V^ на него будетъ равна 

«;,^соа(<;„,Я) ^==^Vт{V^N) соМр^Н) = |;се8( УМУ1)е<^( УхМЩ 

а такъ какъ сферичесБ1й треугольникъ, образуемый направле- 
шями V, V^ и МН ииЪетъ прямой уголь при вершин'Ь Тх^ ТО; 

СОЗСУЖГО (^(^{УгМН) = С08(7Ж"Я), 

подтому: 

г;„С08(г;„Я) = |;со8(7ЖЯ) (16) 

Такимъ образомъ, наприм'Ьръ: 

^д^со8(|;^,Х) = V со8( |;Х) I 

Следовательно щювкщя скорости на плоскость ХУ есть 
дхагональ прямоугольника, построеннаго на сторонахъ равныхъ и 
варалл^льмнхъ |вро»Ц1ЯМъ «орости на оси координагь X и У. 

§ 14. Когда ноложвМ1е точки выражается сферическими 
хофрдимвпши, то дмфференц1алъ д$ выражается положительно 
вмтгагь корыемъ: 



I 
I 



У{ЛгУ+г^{а^У+гЧт\ЩУ *) 



гд1 г, <р и ф суть координаты того воща дуги 6^, вг воторомъ дви- 



*) Дсшюцммтфя м жрядожеаш дифф^евщадьнак) ясздо1вШ4 къ гео- 
метр». 







И 









.- ЧУ 



>■ I 



■. И; 



32 



;?■ 









V 



жущаяся точка ветупаетъ ва атотъ длементъ пути, с1гу й% Ц^ 
суть приращешя, ко'^орня, получаютъ воординатн г ,, 4^ при 
переи'Ьщен1и движущейся точки до другаго конца элемента б8. 

Поэтому въ этихъ координатахъ величина скорости V можетъ 
быть выражена сл1Ьдующимъ образомъ: 



' = /(§)■+ г'Й)ЧЛпЧЙ)'. . 



• • • 



(18) 



Косинусы угловъ, составляеиыхъ касательною къ траэкторш^ 
а следовательно и скоростью V^ въ точк1^ (г, ^^ ^)^ ^ коор- 
динатными осями (X, р, 7) выражаются сл^Ьдующинъ образомъ 



С08(1;,а) = -^ 
С08(1;,р) = ^ 



(?Ф 



С08(г;,т) = Г 81П 9 -^ , 



>, 



отсюда сл-Ьдуетъ: 



V С 0^(1;, а) = 






г,С08(г?,р)=г-§ 
^С08(г?,7) = «'81П<р-^ 



(19) 



Такимъ образомъ мы получили выражеи1я ироэкшй скорости 
на подвижныхъ направлешяхъ-— коордииатныхъ юсяхъ а, р, у, 

Изъ выражешй (18) и (19) видно, что скорость V^ движущейся 
точки Ж, совпадаетъ по величин'^ и направлен1ю съ д1агоиалью па- 
раллелепипеда (черт. 16), ии'Ьющаго вершину въ Ж'и три ребра. 
ЖЛ, МВ^МТ — по координатнымъосямъа, р, ^ точки Ж; вели- 
чины этихъ реберъ суть: МА=-^^; ЖБ=г-^; . ЛГ1===гшп<р -^. 



*) Докаавваются въ приложевзн диффере1Щ1а1ьваго шсчлежев\я въ гео- 
метрш. 



у 



( 






Л 



I 



I 
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если которая либо изъ величинъ:-д^, г-^, гзш^ -^ отрщатель- 

ная, то еоотв'Ьтствбнюе ребро отБладнваетса отъ М въ отри- 
цательную сторону по соотв'Ьтственной координатной оси. 

Въ поллрннхъ координатахъ на плоскости величина скорости 
выражается такъ: 



-+/ Ш'+/Ш'. (20) 



а про9кц1И ея на координатннхъ осяхъ: 



V С08 (г;а) = 



аг 



^С08(г;р)=р^^ 



(20 Ыз)- 



Скорость совпадаетъ, по величин'Ь и направлешю, съ д1агоналы> 

пряноугольнпа ин^Ьющаго стороны МЛ = ^ я МВ — Р ^ (черт. 

17). 

Въ цилиндрическихъ координатахъ дифференц1алъ дуги 8$ 
выражается положительнымъ корнеиъ: 



^{Л^Г + АльУ + Ш' 



и косинусы угловъу составляеныхъ касательною съ координатными 
осями а, Ру 7 (<^** ^^Р^- 7) выражаются сл:Ьдующимъ обрааомъ: 

С08 (8^, а) = -^^ 

сов(8.,р) = ^ 
С06 (6^, -г) = 

поэтому величина скорости выражается такъ: 

8 



^ 



.1 



I 









^1 
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направдеше хе ея опред!Ьляется по формудажъ: 



1^^л ::^ V СОЙ (г;,а) = -лт 



«;С08(«;,р)=«р-з^ 
V СОВ (г;,т) = -д^ 



^•••« •••••• \^^) 



Последними формулами выражаются про9КЦ1И скорости на осяхъ 
Еоординатъ а, р, у. 

Формулы (21) и (22) выражаютъ, что скорость V совпадаетъ, 
«до величин'Ь и направлетю, съ д1агональю параллелепипеда, по- 

строеннаго на ребрахъ -^, р -^, -щ- отложенныхъ по координат- 

ННМЪ ОСЯМЪ а, ^^ ^. 

При вывод* формулъ (18), (19), (20), (20 Ыв), (21), (22), мы 
осиовывали(% на ириведенныхъ бевъ доказательства внражен1яхъ для 
8$ и для косинусовъ угловъ составляемыхъ касательною съ коорди- 
натными осями, такъ какъ эти выражешя выводятся въ приложети 
дифференшальнаго исчислен1я къ геонетр1и; но т* же саныя 
формулы могутъ быть выведены еще и другими путями. 

Можно, наприм'Ьръ, перейти отъ формулы (4) къ формул* 
(21), выразивъ координаты х ж у ьъ полярныхъ координатахъ 
Р и б; действительно, такъ какъ 

у = р 81П 6; а? = р сове (какъ видно изъ чертежа 7), 
то: 

по возвншешн въ ввадратъ и по «южею! получгаъ: 



■^ 



— 35 -- 

Ддя другаго орйк1|ра подобянхъ 1греобравовав1й ш пока* 
:жехъ каЕъ перейти оп формухъ (7) къ форпу1№: 

V С08 (ГТ) = у 81П <р -^* 

Во первнхъ: 

^«; С08 (1?Т) = «^С08 («? X) С08(у X ) -[- VСОВ{V У) С08 ^^У)-{-V С08 (ь2) С08 {^2) = 

=5: -^ сое (тХ) + -^ С08<Т 10 + ^ С08|(Т^). 

Ось т параиельна плоскости ХУ (черт. 18), следовательно 
€08 (т20 = 0; если проведеиъ черезъ начала координатъ О (по- 
люсь) направление ОГ, пцм1Ллельное атой оси, то оно будетъ 
перпендикулярно къ лин1и 0^^ такъ какъ сама ось т перпенди- 
«улярна къ мерид1альной плоскости РМ^^ въ которой заклю- 
чается точка М; поэтоиу: 

С08 (ТХ) = С08 (у ++) = — 81П 1^ 
С08(уУ) =С08ф. 

Во вторнхъ 

X = Г81П <рС08 1|/ ; у = Г8Ш <р8Ш ф ; 

юткуда сл'бдуетъ: 

-^ = -^8Ш(р8тф+ГС08<р8Шф|| + Г8Ш9С08ф^; 

понноживъ первое на (— 8шф), второе на (со8ф) и сложивъ, ин 
оолучинъ: 



«следовательно: 



Г81П?-д^; 



V 008 (ту = Г 8т 9 -д^ 



Подобннжи преобра8ован1Яжи жогутъ быть внведенн ж всЪ 

ОрОЧ1Я фориуЛН. 

8* 
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Внражен1д дм проокцШ скорости иа шюрдиватныхъ осдхъ^ 
изнФняющихъ свое направлб])1е, могутъ бвть подучены ивъ фор<^ 
мулы (14); для примера мы внведемъ такимъ образомъ внрахе- 
Н1Л (20 Ыз). 

Нааравден1е оси а совпадаетъ съ ваправлеи1емъ радхуса век- 
тора р, поэтоиу со8(ра) = 1; на рад1усФ вектор'Ь возьменъ точку 
А (черт. 19), отстоящую отъ О на единицу длины, и назовемъ^ 
черезъ ^^ скорость этой точки; такъ какъ ^^ дериендикулярна 
къ ОА^ а следовательно, къ р или а, то со8(<'ж, а) = 0; всл-Ьд-^ 
СТВ16- всего сказаннаго, выраженте 

^^ / ч ^Р С08 (ра) , -. 

V сое (г;, а) «= ^^"^ ^ — ре;^ сов (р^; ^, 

которое представляетъ собою фориула (14), ирим'Ьненная къ. 
ОСИ а, получить сл-Ьдующ!! видъ: 

»ео8(г;а) = -^' 

Проэкщя скорости на ось р выражается по форнул'Ь (14> 
сл^Ьдующимъ образомъ: 

V С08 («;р) = -^^^-^ -- — Р^. С08 (р!;,), 

гд4 V, есть скорость точки В отстоящей отъ О на длину = 1 ^ 
прученъ нанравлеше ОЪ параллельно оси р; такъ какъ ^. перпен- 
дикулярно къ ОБ, а ОВ или р перпейдикулярно къ р, то ^» 
параллельно' рад1усу Р; при тонъ легко видЪть, что направле- 
н)е ^. противоположно направлетю а^ если уголъ О увеличивается 

при движеши точки Ж\ величина же скорости V, равна -^, по- 
тону что злементъ пути '^очки В равенъ 1 . (26 ; изъ всего 
этого сл4дуетъ, что 

С08 (р, Р) = о, V^ С08 (р«7,) = — -^; 

поэтому 

» С08 Щ = Р -^- 



— 37 — 

11р|ведв1ъ п^пЪры врн1Ьн(}11;4 форнудъ (18 — 32). 
Въ приж^р^ 4-мъ 

V С05 (ш) = а 
V СОЗ («Р) = 0(. -у 



Про9кц1а екоростя на р&д1усъ векторъ им'&етъ постоянную велк- 
чину, сажа хе скорость непрерывно возраспетъ съ течен1внъ врененн. 
Въ прнк'Ьр^ 5-1ъ 

V сов {VI) = Лпе'^ 

V С08 (»Р) = у^ ^"^ 



,=4е-'/«- +(!)■; 



«лФдовательно: 



сов (ш) = 



/'•'+(?)". 



-то есть скорость составляете съ рад1усонъ вмторигь воскоя|вн1 
^^о^ъ. 

Въ прнм'Ьр1Ь 6-1Ъ 

1?с08(«а) =0 

V^т{V^) = Ля 

V во8 (п) = ^г 8Ш (<ро 4- о().[-^^^] = а Л1в а; 

«тсюда .нодучнмъ: 
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т. е. скорость лкЪетъ цостохнвую велчпу; ды%е 

сов (»р) = С08 а 
С08 (^1) = 810 а, 

т. е. она составллетъ постоянный уголъ а съ осью ^. 

ВЪ ПрпЪрЪ 7-11 

V С(>3 (»а) =■ О 

V С08 (1)7) = 3* 



,= / 



У+(Й1Д)' . 



СБорость ин^тъ постоянную величину I достоянное наклонен1е къ- 
осякъ ^ и 7! она нернендикулдрна въ осн л. 

§ 15. Дла нагляднат-о представлвН1Я закона из1'Ье8Н1я лели- 
чнин н нанрявлен1я скорости въ какомъ либо Ервволннейновъ 
движен1В, пользуются сл^Ьдующинъ постройВ1е1ъ; 

Изъ начала коордиватъ или изъ другой неподвижной точки 
нроводлтъ рад1усъ вевторъ 017, ивн1Ьняющ1й длину и ваправлете- 
одновреиенно еъ дввжен1еиъ точки по кривой такинъ образокь, 
чтобы длина его и была всегда равна величине скорости V и чтобв 
направлен]» его было параллельно наоравлев1ю ея; конецъ V зтого 
рад1уса вектора онншетъ кривую лин1Ю, называеиую Годтрафомг- 
(НойоёгарЬ) (черт. 20). 

Законъ из1'Ёнвн1я скоростн представляется изх'1&нен1я1а рад)уса- 
вевтора этой кривой, воатоиу недостаточно знать видъ Кривой, но 
необюдимо также знать и положен1е точки О, изъ которой про- 
ведены ея рад1усы вштора. 

При пряиолиаейнонъ двкжен1и годографъ есть пряная лннш. 
параллельная той, во которой совершается двЕхен1е. 

Если двнжеше не только прямолинейно, но н равномерно, то го- 
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ч 

дографъ есть точка, рад1у€ъ векторъ которой равенъ ш шрадлеленъ 
скорости; такъ въ прп'ЬрЪ Ьмъ координаты этой точки суть: 

Вообще иршоутольння прдходинейння коордниатн конца ра-* 
Д17са вектора щ т. е, координаты точекъ 27 годографа, равны 
проакщямъ скорости на оедхъ коордннатъ; ны означинъ коорди* 
наты дти черезъ х^у^:$\ т. е. тЪни хе знакани, какини принято 
означать производный отъ х, у^ г^ такъ какъ и въ саиохъ д'1и[!Ь 
координаты точки Л равны производнынъ координатъ движу- 
пцейся точки по вренени. 

ж' = -^ = V С08 («>Х) = «* С08 {иХ) 



У = -# = ^ со8(<?У) = и со8(«^У) 



^ 



У = -^ = «^ С08 (»^) = и С08 {и2\ 

Если движен1е точки изв'ктно, то о^у^г^ будутъ извЪстныни 
функц)ян'Ь вреиени: 

исклочивъ И8Ъ зтихъ равенствъ вреия ^, ны подучииъ два уравг 
В6Н1Я годографа. 

Въ прииФв'Ь 2-иъ 



У' = 5*- 



Первое изъ этихъ уравнен1й: 



незаключающее времени 1^ есть уравнен1е годографа; это есть пряная 
ЛИН1Я параиельная оси У и отстоящая отъ нея въ разстояши а. 



пгЬрЪ 3-жъ: 



ъ служить та хе аракаа; ра8лич!е заключается въ 
ТОЧКЕ 1} въ тотъ же 1<)нентъ I, а именно: въ при- 

у' = дЬ, а въ ирН1*р1 З-мъ у' = дЬ — '^. 
:вихен1е происходить равнок^Ьрво по окружности, то 
есть кругь (черт. 21), жгЬющ18 центръ въ начал^Ь 

н рад1усъ равный скорости. 
афъ равнои'Ьрнаго движешя по какой бн то ни бню 
ь кривая расположенная на сфер^Ь, ингЬющей центръ 
коордиватъ и рад1усъ равный скорости, 
въ привар* 7-мъ годографъ есть врурь служащей 
> прямому конусу (черт. 22), ии^Ьющеиу вершину въ О, 
. 2 и, производащ1я котораго наклонены къ оси подъ 
%г<Лд [Щг-у, длина радуса вектора годографа равна 



гаФр^Ь 5-мъ уравнеше годографа можно получить сл1н- 

бразонъ: 

ь векторъ и годографа равепъ «, т. е. 



« = А»'1/и»+($)' (23) 

составляемвЙ рад1усомъ векторомъ годографа съ осью а 
тоянную величину равную 



агссоа = агс1й ^; 

оставляетъ съ полярною осью уголь ь^ ~и 
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Поэтому радаусъ векторъ годографа составляеть еъ поларвою 
осью уголь 9 (черт. 23) равный еумФ этихг угловъ т. е. 






. (24) 



ПО исБлючеши ]^иени I йзъ уравненШ (23) и (24) нн полу- 
чинъ уравнеше годографа въ полярныхъ . коордвнатахъ: 

пТ 



и =^ Ве 



2зс 



* 



(25) 



гд* 



В = Л]/'п'-{-{Щ'е 



пТ ^ 2тг 



т. е. годографъ есть тоже логариеиическая саираль и притокъ 
того же еаяаго вида какъ и траэкторха: 

Р = Ае ; 

НО разнящаяся отъ нея положе01е]1Ъ. 

Мы возьненъ еще одннъ прниЪръ опред'Ьлен1е вида годографа* 

ПрИ1гЬръ 10. Движете вкражается въ полярннхъ координатахъ сж^ 
дующихъ обравоиъ: ' 

Р = а(1 — есо^О 



в = 2аг<Л8[/(1^)*в|/-]; 



; . . . . (26) 



гд^ е < 1, а / есть якшшорая 
зсующимт» уравнен1еиъ: 



( — езш /==пг 



(26 Ыз) 



Ди того, чтобы составить уравнеше траэкторш движешя, надо исикн 
чить ( изъ уравнешй (26); это можно сделать сл'бдующинъ образомъ. Язв'Ь- 
стно, что 



С08/'=С08'|-(1 — *§') = 






« « 
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йюрое И31 ур|шнев1й (26) даегы 



Щ 2 1 +б^ 2' 



поэтому: 



По подстановлети этого внражешя для сое /"въ первое изъ уравнен1й (26)^ 
мы получлмъ: 

Р — Г+7Й^ 1^'/ 

или 

Р = 1 + есо89> (28) 

гд-Ь 

^? = а(1,— б^) И е<1. 

Изв^Ьстно, что уравнеше (27), еели в<С1, представляетъ эллипсъ, отне- 
сенный къ полдрнымъ координатамъ, полюсь которыхъ находится въ фо- 
кус*]^ эллипса, а полярная ось направлена по большой полуоси (черт. 24> 
(отъ центра эллипса). Величина е -есть аксдентрисатетъ эллипс1Ц онъ равенъ 

Ад* Ь*' 
у - — -., такъ что ав есть половина разстоян1я между фокусами; р =а (1— е*) 

есть полупараметръ эллипса! оцъ цредстав^яетсд дллрою рад](уса век- 
тора перпендикулярнаго къ полярной оси; кратчайшШ рад^усъ векторь 
соотв-Ьтствуеть аргументу О = о и равенъ а (1 — е) или а — ае\ длиинМ- 
ццй радаусъ векторъ соотвАтствуетъ аргументу 9 = л и равенъ а (1 + е) 
или а + ае, 

Составимъ выражешя проэкщй скорости на координатный оси а и ^. 

Ввявъ производную отъ верваго изъ (26) аодучнмъ: 






Уравнеше (26 Ыб) даетъ: 



поэтому: 



^___п__. 
(И 1 — есоз/*' 



П(1€ 8Ш /' 

1 — есов/ 



(29) 



(30) 
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Чтобы подучить V му возыгенъ проиаводвую по ( оть равенств) 

по1;чинъ: 

ЯП в яш^' 



теперь надо вирааить в1п Ч въ ф7пвп!н оть /. 



Ч 
подстанп сюик вм'Ьста ^ -^ равное ему 



■и пщучяяг: 



ЧТу 







8|П » = 5 










(|' = 


«/ 


1-е' 






(1- 


есозЛ'' 








рв' = 


1 — е 


— е' 






С05/- • • 




Врм* 


того 


иежду прочимъ 


можем 


ъ зам-Ётнть, 


что: 






Р'4'. 


= ма* 


}/\-е. 





ЗЕачеп1е этой формулы будеть объяснено нике. 

Для составденй уравней1а годографа надо им^Ьть въ виду, 
составляемый ваправлев1емъ скорости о съ осью о, равенъ (И— 4) 
поэтому 
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р' = V С08 («а) = и С08 (& — в) 
р(»' = V С08 (гЭ) = м ыа (Й — Й), 

М С08 о С08 в -|- М 8111 9 8111 6 =; р' 
и 810 б С08 6 — Ы С08 9 8111 6 = рЙ' 



(34) 



Въ этихъ тразнешахъ: 
р' и ев' выраааются форхушив (30) в (82) какъ фунвщн оть /', ш б выра- 
жается формулою (31) какъ фунЕц1я отъ /; можно выразить такое и сов 9 
хавъ фувкщю отъ /*, нневво: 



С08 о = ; 



~€С08/' 



(35) 



Таквмъ обрвзоиъ два уравнеБ1я (34) ножво ирввеств къ такому виду 
что овв будутъ зак.(ючать и, 6, / « посюяниыя величины; всключивъ 
изъ ввхъ /; мы волучвмъ уравнев1е годографа въ поллрвыкъ воордвва- 
таи. и, ». 

Можно также поступить иначе, а именно, оетавивъ вап в и сок 1 въ 
л'^выхъ частяхъ равенствъ (34), выразить р' я рК' въ фуякцШ Ч, пользуясь 
выражев1ямв 30, 32, 31, ^^ л загЬнъ исключить 1 изъ обояхъ равенствъ; 
такъ мы в сд^ааеиъ. 

Изъ (30) и (31) сл*дуетъ: 



= ^^^^=81116 (36) 

У 1-е* ' 



Изъ (35) мы выводииъ: 

Т=77^?=1+еС03Й 



р(.' = -^=(1+есозе) (37) 

К1 — в* 

При помощи выражен1Й (36) и (37) можно уравнев1я (34) представить 
подъ тавимъ видонъ: 

МСОЗ&С08& + /м8т Й ,— )8Шб=0 

— и С05 о 8111 б + (и 8)п о 



Возвысивъ въ ввадрятъ 0611 тасти этнхъ рявенствъ и С1< 
получихъ: 

а а ,, , / . „ чае у п*а* 

и сов Й + (^м 8Ш »— -;■=^ = т^гр 



и — 3 Ц8Ш& + - 



входяпця БЪ равенство (38) величины: 

и С08 9 = я/ 

« 81П 8 = У 
суть прямоугольных координаты точекъ годографа; уравненй 



^'■ + (! 



представляетъ вругъ, ралусъ котораго равенъ -- — — , апе1 

на положительвой осп У въ разстоав1н ос = . ""^ отъ 

>/1 — е» 
нагь; тоть хе кругь въ полярнЕпъ координатахъ прсдставле! 
(39); такь вакъ е < 1, то ОС иеа^е ралуса круга (черт. 25] 

изъ равенства 33 видно, что если п есть величина I 
то -^ болФе нуля, то есть ч съ течеяшхъ врехеив воэраа 
1ВИ2сен1е по траэктор!» совершается въ сторону овначенн 
стргкжою. 

Заая направление двпжешя, ни по виду годографа иоа 
что движущаяся точка ин'Ьетъ наибольшую скорость въ 
роегь эта ^ 0<^ ^ " '^ ' Т ^л • наименьшая скорость въ тс 

Можно доказать, чта если точка движется по одной иэ1 
порядка такимъ обравомъ, что произведение р* в' осгаегс] 
двпжев1я постоявнымъ (р и в поляриыя координаты, п<шо 
то ^одографъ есть кругъ; но ирежде раэсмотримъ эначен1е пр 
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11ро113ВедбВ1е: 

р^б = р . р6 = р . г 8Ш (г;а) = * щ '-; 

числитель, т. е. рЬ^ш (^в,сх) представляетъ удвоенную ведичвну площади 
сектора ОММ^ (черт. 26) описаннаго рад1усомъ ОМ въ течен1и безконечно 
^алаго времени ^(\ по безконечной малости элемента ^^ траэкторхи, пло- 
щадь этого сектора безконечно мало разнится отъ площади треугольника, 
дв* стороны котораго суть: 0М^= р и ММ^ = 55, а уголъ между ними есть 
уголъ М^ МО = [тс — (55,а)]; такимъ образомъ произведен1е р* О' представ- 
ляетъ отношен1е между удвоенною площадью сектора, описаннаго радхусомъ 
векторомъ въ теченш времени сИ, и величиною элемента времени сИ; такое 
отношен1е называется секторьяльтю скоростью. 

Бели секторьяльная скорость (означимъ ее черезъ 2 А) изв']^стна какъ 
4УНКЦ1Я времени ^ для всего движен1я, то мы можемъ опред']^нть интегри- 
рован1емъ величину площади ^, описанной рад1усомъ векторомъ отъ на- 
чала движешя до какого либо момента ^] ^ есть площадь сектора, заклю- 
чающагося между радаусомъ векторомъ ОМо (черт. 27) движущейся точки 
въ начальный моментъ времени, между рад1усомъ векторомъ ОМ въ мо- 
ментъ ^ и между дугою траэктор1и М^ М пройденною точкою отъ началь- 
наго мемента до момента ^ площадь: р^^ 81п (В5,а) можно разсматривать 
какъ удвоенное приращеше й^, которое получаетъ ^ въ течете элемента 
времени сИ, поэтому секторьяльная скорость Д можетъ быть выражена та- 
кимъ образомъ: 

Отсюда получимъ ннтегрировашемъ въ пред^лахъ отъ ^ = до (: 

если А дана какъ функш времени. 

Если секторьяльная скорость постоянна: А=:с, то: 



^ = с«, (40) 



то есть площадь сектора описыеаемаго радьусомъ векторожь возрастает* 
раеномлрна. 
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Въ движеши по эллипсу разсмотр']Ьнномъ выше, 2с=^па.ау1-'^ 
но е^=- 5—^, откуда а'(1— ^') = Ь*, поэтому 2с-=1паЬ 

Означимъ черезъ Т время, въ течеши котораго движущаяся точ1са со- 
вершить полннй оборотъ по эллипсу; при этомъ радаусъ векторъ опишетъ 
полную площадь эллипса: тгаЬ; равенство (40) тогда обратится въ сл^^- 
дующее: 

, паЪ ,Т 
1гаЬ = — 2~ 

откуда 

• ■*• 

Итакъ для эллипса равенство 33 можно представить такъ: 

Теперь опред'Ьлимъ годографъ для точки движущеЗся по какому либо 
ковическому с&чен1ю: 

при условш, чтобы при движеши секторьяльная скорость оставалась по- 
стоянною: 



Р^в' = 2с (41) 

Уравнеше (28) представляетъ эллипсъ при е < 1, гиперболу — при е > 1 
п параболу при е = 1. 

11рямолинейныя ко(фдияата х ж у движущейся точки внражаются 
сл']^дующим'Ь образомъ въ пблярннхъ коордияатахъ: 

Л? = рС08б; у = р8Шб; 
поэтому: 

^~1+есо8в» *~1+есов9' 
Прямолинейныя координаты годографа суть: 

* ■ 

/ ^х , 1^ 
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то есть* 



л;' = 



8Ш9 2^ 






На основан1и же равенства (41): 



я;' = 



2с . ,, 



Р 



2с 



У = -у (со8 9 + е) . 



(42) 



. . . (43) 



исключивъ отсюда 6 мы вайдемъ уравнен1е годографа: 



,..+ (^_|.,)'=(^)' (44) 



Для эллипса это есть ни что иное какъ уравнен1е (38 Ыз); мы уже 
разсмотр'кш видъ и положеше круга въ этомъ случа-Ь (е<1); посмотримъ 
какъ расположенъ годографъ движен1я по гипербол']^ или иарабол^^. 

При е=1 уравнеше (28) представляетъ параболу (черт. 28) располо- 
женную такъ, что полярная ось проходить черезъ вершину кривой, а фо- 
кусъ совпадаетъ съ полюсомъ; уравненхе (44) при е=1 представляетъ кругъ, 

ксксающгйся полярной оси въ полюсЬ; центръ его на оси У; движенхе 

Ас 
им^етъ наибольшую скорость 0^ = — въ вершин* Р. 

При б>1 уравненхе (28) представляетъ гиперболу (черт. 29), располо^ 
женную тавимъ образомъ, что въ полюс!^ находится ол;инъ изъ фокусовъ 
кривой, а полярная ось проходить черезъ вершины об'^^нхъ э^твей кривой. 
Уравнеше (44) представляетъ при этомъ кругъ непересгькаюшй полярной 

, наибольшая скорость 



оси, такъ какъ 00= — бол-Ье радхуса круга: — 



2с 



2с 



Ов= — (^ + 1) въ верпшн'Ь Р, наименьшая: 0^ = — (с — 1) въ вер- 
пган']^ А\ 0^ скорости им'^ютъ направлен1я положительной оси У. 



Радусъ векторъ 0/9, касательный къ годографу, представляетъ ско- 
рость точки находяп1;ейся на безконечно большомъ разстоянш отъ О^ 
т. е. на ассимптот']^, а потому 08 долженъ быть параллельнымъ къ ас- 

СИМПТОТ'1. 
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Задачи. 



Координаты движущейся точки выражены функц1ями времени; опре- 
д-^жить видъ и положеше траэвторш, выразить величину скорости и на- 
правлеюе движешя въ функц1яхъ времени и составить уравнешя годографа 
скорости. 

2. а; = асо8а)/ 

у — 6 8Ш а>< 



Траэкторхя: 






Величина и направлеше скорости: 



Уравнеше годографа: 






у = к 1/а V" + Ь*е-"' = кУ(^+^^ 



*8(»,Х) = --^е-»« 



г; = (О К а* — (а* — Ъ^) соз^ ш*; *§ (г;,Х) = — — со*§ аЛ. \ | 



.г 

* 



3. гг = ае"; у = Ье""*'. 

ТраэЕтор1я: 

ггу = а&. ^^ 

Величина и направлеше скорости: I 

га 



4 



^ -2« ^ 



Л 



Уравнеше годографа: .] 

1 
х'у' = — к'аЬ 1 






— 50 — 

4. а, = |(е« + е-«); у = |-(в"-е-«). 

Траэктор1я: 

^ _ / — 1 

Веднч[пна и направлеше скорости: 

Уравнеше годографа: 

5. а; = аС08е|{ + а8Шг<; 3^ = 6<*08е^ + рзШе^. 

Траэктор1я: 

ж\Ь' + р') - 2а;^ (аЬ + а,3) + ^^^ (а' + «*> = (ар — Ы) 



2 



Уравнеше годографа от^ш^ается только множителемъ е' во второй 
части; показать что эти кривыя — эллипсы. 

6. х = ае; у = ЪН\ 

Траэктор1я — полукубическая парабола: 

^5 

X — 1г У ' 



Уравнеше годографа: 

За 



У =-^^ 



7. з, = |(1-.-*0. 



Траэкторхя (см. черт. 30): 



__ д + кЪ 

ак 



— 51 - 
Величина к направлен^ скороств: 

«-■ = 1^-21(6 + 1)^-" + ("■ + (* + 
гсо$(ь,У) = ае~" 
V С08 (г?,2) =(& + !) е-" — | 

*„/« -Л - Ьк + дЦ-еМ) _ аЬ -(д + к1 

Кривая ютЬеть ассництоту пяраллельвую отрицательной 
Шую отъ начала координатъ на раастоятв у по положи 
Скорость горизонтальна въ иоиентъ: 



'. = >.(' + ?) 



тогда движущаяся точка находится въ наивнсшеЛ точк^ 
дннаты точки Н: 

_ аЪ 
У1 — ^-+М 

..= 1-1.108(1+1)- 
Движущаяся точка ин^Ьетъ ваиненыпую сворость въ 

этотъ моненть поздн^ж 
При ? = (, 



Ори « = 



:>0. 



„г I, \ У\9 у 



I 
/ 
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(см. черт. 30) 



8. р = а/"?^+!:^ 



Ь^^агсш{^^} 



Траэктор1я: 



2 «' 



С0829 



Величина скорости и 71*^^9 составляемые ею съ координатными осямж 

аир: 

21/2 
С08 (г?а) = 8т 2 в; СОЗ («;р) = С08 2 в. 
Уголъ, составляемый скоростью съ полярною осью* 



Уравнеше годографа: 



2 а*с' 



4С082& 



9. р=6(1-в<С08а); е = 1^^Гео°8а ' 

Уравнеше траэкторш: 

ПроэкпДи скорости на координатныхъ осяхъ: 

г;С08(|;,а) = — а&С08а; ^С08(|;,Р) = 

г 

Уравнеше годографа: 

^> = 7с — 1ог а + ^^ т агс С08 ) 

^ ' аЬ со8 а ^ ^^ \ и / 

это — развертка круга радхуса: адсоза. 



•Г-^. -ч- V ^ 
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10. 



р = а^ ; 6 = е^. 



Уравнеше годографа: 



1/ад«-а' 



= ^^ \- агс С08 — 



а 



11. Дана циклоида: 

у = -В(1 + €08 ш) 

основаше которой расположено по оси X, а вершина находится по оси У 
<см. черт. 31); ш — есть уголъ, на который поворачивается, при каташи 
круга по оси ХОХ, тотъ дааметръ О^СМ, на конц* котораго находится 
-точка вычерчивающая циклоиду; уголъ ш им']^тъ отрицательный значенгя 
для части ^$'о^ кривой. Ра8стоян1я ^ по циклоид']^ считаются отъ точки ^б'о, 
положительными въ сторону означенную строкою, т. е. въ сторону отъ /8^ 
къ X и отрицательньши — въ сторону отъ /$о къ X. 

По данной циклоид*]^ движется точка М по сл'^дующеиу закону: 



8 = 8ош{гу-^)> 



Величина скорости: 



-=+^'^-^'(^/^У* 



юткуда: 



V^ V— «' 



2д 



8В ' 



По свойству циклоиды, длина дуги в выражается с.1']Ьдующимъ образохъ 
въ координате у: 



я такъ какъ 



8^2 



= 2В—У, 



у = 2ЕсоГ^, 



то также: 



(О 



8 = 4Ляпу; 
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поэтому 



г • 

^ =7 21? (ЗШ^^ — 81П^|) = и (С08 (1) — С08 (йо), 

гд* а)о есть уголъ, соотв'Ьт(5твую1Ц1Й длин^& дуги 5о. 

По свойству циклоиды касательная въ какод либо точк'Ь ея {Ж) про- 
ходить черезъ наивизшую точку Т (см. черт. 31) катящагося круга, так-ь 

что касательная наклонена къ основан1Ю цикдоиды подъ угломъ -^; поэтому 

уголъ ^, составляемый направлешемъ скорости съ осью X» равенъ, 

или ( — ■^), иди ('^-"^]1 смотря по наиравлетю движешя (см. черт. 31)^ 

во всякомъ же случа']^: 

С08 2& = СОВ о>. 

Следовательно уравнеше годографа скорости будетъ (въ полярныхъ- 
координатахъ): 

'V? = 2^Б ((4)8 2» — С08 Шо). 



Если: 






ТО уравнен1е: 



\^—ЧдЕш.ЧЬ 



представлаетъ лемнискату, главная полуось которой равна \ 1дИ' 



ГЛАВА П. 

Абсолютное движен1е и скорости точенъ твердаго тЬла. 

§ 16. Неизм'Ьняеная система точекъ или твердое т'Ьло есть 
такое, вс^^ точки котораго сохраняютъ неизм^Ьнныя ра8стоян1я 
между собою. 

Мы проведемъ въ т:Ь1'Ь три взаимно перпендикулярныя плоскости 
и примемъ ихъ за плоскости ГЮ2, 2ЮЕ, Е^ОГ, лиши пере- 



ейченЫ пъ за оен, а точку пербсФчентя осей — ва начали Ю пряжо- 
угольвнхъ нряюлгаейннхъ Еоорднватъ, покощью Еоторнхъ будемъ 
внражать положени точекъ въ тЪл1( яли отвоеитедьно т'Ьла; »тн 
Еоордянатн будежъ обогвачать букваня греческаго алфавята: €, 
% ^, въ от»ч1е отъ воордннатъ абеолютныхъ: л:, ^, 0, выря- 
хающихъ оолохен1е точекъ въ пространетв'Ь. 

Коордянаты ;, -II, С, вакой точки твердаго т^кла неизя^нвы; 
точка же, посторонняя твердояу т^у, иохетъ ик11ть координаты, 
изн11няю1ц!яся съ течен1е11Ъ вреяеяи. 

Мн будемъ называть коордянатн %, т], С, — относитель- 
ными координатами. 

Полохен1е твердаго т&да въ пространств'^ определяется шестью 
величинаяи, а яменно: 

Яоложев1е точки Ю ипред'!1и1ается координатаяи ея х„, у„, 
л„ относительно плоскостей воордиватъ У02, 2.0Х, 'ШУ'У; направле- 
В1в оен ЮЪ онред^Ьляется величиною угла с;?, составляенаго ею съ 



Примпчате к» чертежу: оси ЮХ', ЮУ, Ю2' параллельны осямъ коор- 
^матъ ОХ, ОУ, 02; лингя ЮN перпепдых^-мриа къ ялоскоами ?2Д$. 
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осью 02^ я величиною угла ж^ соетаЕЛденаго плоскости) прове- 
денною черезъ ^02 и черезъ лин1ю Ю2\ параллельную оси 02 
съ плоскостью 20Х] полохеше плоскости 2Юг ооредАляетси 
величиною угла э дополняющаго уголъ Е'ТлЕ до двухъ пря* 
ннхъ; уголъ э есть двугранный уголъ между плоскостями 220Д 
и ^ЮЕ. 

Такимъ образоиъ: 

^»? Ую9 ^»| Ф} ^1 ^ 

суть шесть величинъ, вполн'Ь опред'бляющихъ положен1е тЪла въ 
пространств'Ь. 

§ 17. Переходъ отъ относительннхъ координатъ ^, т^^ С какой 
либо точки къ абсолютннмъ х, у^ г производится по изв'Ьстннмъ 
фориулаиъ аналитической геометр1и: 



Х = х^-{' $С08(ХЗ) + 7|С08 (ХГ) + с С08 (Х2) 
У^У^Л- 5С08(Уа) + 71Со8(УГ)+ СС08 (У2) 
;8Г = ^^ + 5С08(2а) + 71С08(^Г) + с С08 (^2) 



. . . (45) 



Косинусы угловъ между осями X, У, 2 и Е, Г, 2 я буду 
обозначать, для совращешя формулъ, нижесл'Ьдующими буквами: 

С08(Ха)=Х С08(ХГ) = ^^ С08(Х2) = У^ 
С08(УЕ) = ^ С08(УГ) = Н-у С08 (У2) = Уу 
С08 (^) = X, 008 ( 2Х) = р., С08 (2Ъ) = V, 

Обратный переходъ отъ координатъ х, у, г къ координатамъ 
^, т|, С производится по формуламъ: 

%={х — х^Ж + (у — Ун))^у + {^ — г^)К I 

1\ = {х — а?к>К + {у — Уп^у + (г — Оъ } . . . . (46) 

С = (д: — а;»)у;, + {у — у^Ьу + (^ — г^)^, \ 
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Еосинусн угловъ между осями X, У^ 2 ж осями 2, Г, 2 
внраасаются въ тригонометрическмхъ функщяхъ угловъ ф^ Жщ э 
сл'Ьдующимъ образомъ: 

Йзъ сферическаго треугольника ЕNX\ въ которомъ ^N2 = 
-^ — э; КХ' = -^ + ЦГ = -^ + ж, уголъ ЕКХ' = ф, най- 
демъ: 

Хд. = — 81П а 8Ш я» + С08 э С08 Ж ст ф\ . . . (47) 

изъ сферическаго треугольника Е^У, въ которомъ NУ — ж: 

Лу = 81П 9 С08 ж -^ СО^д %тЖ С01& ф\ (48) 

мзъ сферическаго треугольника 222^', въ которомъ 22 = -|-, уголъ 

X;, = — 8Ш р5 С08 э; (49) 

изъ сферическаго треугольника ТКХ\ въ которомъ Г^= 2^ = 9, 
7голъ ^NX' = т: — ф: 

11х= — со^эвтж — В1пэсо&жсо$ф] (50) 

изъ сферическаго треугольника ТКУ: 

11.у = С08 Э С08 ЛС 8Ш 9 8Ш о» С08 5?; (51) 

I 

изъ сферическаго треугольника Т22^, въ которомъ Г2 = ^, уголъ 
Г 22' = ^ — 9: 

[х^ = 8Ш 5^ 8т э; (52) 

изъ сферическаго треугольника: 2^'Х': 

Уд; = 8Ш ^ С08 лс; (53) 

изъ сферическаго треугольника Ъ2'У: 

Уу = 8ш ^ 81П ж; (54) 
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и наконбцъ: 

Уд = С08 ^ (55) 

ВслЪдств1е перпендикулярности иежду собою осей X, У, 2, 
и всдфдств1е перп6н^^икудярности между собою осей г,Т9 2, выше- 
означенные косинусы связаны между собою шестью равенствами: 

Х^ + Х^ + }.%=1 (56,а) 

н-^ + и-^у + 1^%= 1 (56, Ь) 

V^x + V^+V^ = 1 (56,С) 

и-л + ъ^у + н-л=0 (57,а) 

VЛ + -^у^ + уЛ = о (57,Ъ) 

>^х^х + \ъ + ^'М-' = ^ (57,с) 

Эти шесть равенствъ даютъ возможность выразить каждый 
изъ девяти косинусовъ, входящихъ въ нихЪу четырьмя изъ числа^ 
восьми остальныхъ. 

Мы составимъ выражешя такого рода для х^, Ху, Х/, для этого 
надо решить относительно зтихъ величинъ уравнешя (57,6) (57,с)^ 
заключающ1Я ихъ иъ первой степени; мы иайдемъ: 

К '^ \ ^ \ ^ }/У<\'\-^^\-^У^\ /53) 

гд*: 

Въ томъ частномъ, которое им^Ьетъ знамеяатедемъ 1>, числи* 
телЬ; на основан1и равенства (бб^а), равенъг!г1; можно дока- 
зать, что и В равно + 1 или (— 1), т. е. 2)^ = 1. 

Вообще сумма трехъ квадратовъ: 

{Вс — СЪУ + (Са — ЛсУ + иъ - ВаУ 
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составленная изъ какихъ либо шести величндъ: 



Л, Д С, а. Ь, Су 
ножетъ быть преобразована сл'Ьдующииъ образомъ: 



А%' + А'с' - 


-2АаВЬ - 


+ В'а' + ВУ - 


- 2ВЪСс 


+ СУ + С'Ъ' 


-ЧСЬАа ^ 



Прибавииъ къ этой сумм* Л V + 0*6" + С*с^ и тоже самое 
внчтенъ; будетъ: 



^ V + 6* + с*) - 
Б V + ь' + с*) 



|2^2 



+ 2^а-В& + 2ВЬСс + 2Сс-4а^: 



или: 



{А' + В' + С) (а' + Ь' + с') — {Аа + ВЬ + Сс)\ 

Такииъ образомъ мы получили следующую формулу: 
{Вс — СЪУ + {Са — АсУ + {АЪ - ВаУ = 
= {А' + В' + С) {а' + Ъ' + с') — иа -^ ВЪ + СсУ. . . (59) 

По этой формуле в* можетъ быть представлено тавъ: 

П' = (^^^ + 1^^ + 1^'.) ('\ + ^\ + ^^) — (»^Л + ^^1г + ^*.^)Ч 

на основан1и же раденствъ (5 6,5), (56, с), (5 7, а) мы получинъ- 
отсюда: 1)^ = 1 ; позтому отношен1е: 



2} 



равно +1 или — 1. 

Чтобы окончательно определить знавъ этого отношешя^ 
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жы обратимся въ частному случяю, въ которомъ ось ЮЪ па- 
раллельна оси 02 и ось Ю^ параллельна оси ОУ] такъ вакъ 
тогда 1Ау=1, ^=1, 1*ж = 0, ^у = 0, то иаъ полученныхъ 
выше равенствъ мы найдемъ: 

легко видеть, что при совпаденш осей: 2 съ ^ и Т съ У' должны 
^впасть также и оси Е иХ'; поэтому должно быть \=^ + 1; 
значитъ посл'Ьднее изъ отношешй (58) должно быть равно (+ 1); 
поэтому равенства (58)даютъ нижесд:Ьдующ1Л выражешя длдко- 
синусовъ К^ \, ^,; шесть прочихъ выражешй мы составимъ по- 
добнымъ-же образомъ: 



^ V, 



и = |Аа;Vу — {ХуУд; . • . (с) 
^х = VуXж — У^Ху . . . ((?), |1у = Vя>V^ — У^/.^ . . . (е), 

= Ху[А, — Хд|Ау . . . (^), Уу = \^^^ — Л^1Х;, . . . (А), 



^У = ^^Ъ 



/чу|1а; . . . (1) 



(60) 



Если помножить об* части равенства (60,Ь) на Ч? об* части 
(60,е) на и-я? об* части (60,й) на ^^ и результаты сложить, то 
яолучимъ сумму ^Д + и-уИ*, + V, въ первой части и нуль во 
второй; такимъ образомъ можно получить три нижесл'Ьдующхя 
равенства: (62^ а, &, с). 

Изъ выражен1й (бО), пользуясь формулою (59) и полученными 
равенствами (62), можно вывести равенства (в1,а, &, с). 



I 



Х^ + а^ + V», = 1 . . . (с) 



(61) 



Уя + т^у1Ад + VуV;, = (62, а) 

^5^х + ^ш'^х + У,>а. = (62, Ь) 
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(62, С) 



Равенства (61, а, 6, с) (62, а, 6, с) могутъ заменить собо» 
равенства (56, а, Ь, с) (57, а, 6, с). 

Формула, выведенння въ этомъ параграф'^, выводятся въ Ана- 
литической Геонетрш; они приведены зд^Ьсь для того, чтобы на- 
помнить о пихъ и условиться относительно буквеннаго обозначен 
шя входящихъ въ нихъ величинъ. 

§ 18. Если твердое тЪло находится въ движбн1и, то по 
крайней м'Ьр'Ь одна изъ шести величинъ: 
^Ю1 Ую9 ^юч фр ок^ 9, которыми опред'Ьляется положен1е тЪла въ про 
странств'Ь, изм'Ьняетея съ течев1емъ времени. 

Еаи твердое тФло совершаетъ движешя такого рода, что: 



ф = постоянному 
ж = постоянному 
э = постоянному 

х^= /1(0; Ую= Ш)\ ^ю = /*з(0, 



(63) 



то тразктор]и всЬхъ точекъ гбла суть параллельный кривыя лин1И 
одинаковаго вида и разм'Ьра съ траэкторхею точки Ю^ потому 
что тфдо постоянно остается оараллехьнннъ самому себгЬ. 

Такое движен1е т'Ьла называется поотупательнымь деио/сенгемг. 

Когда мы говормнъ, что данное Т'Ьло движется постг^ательно 
и задаеяъ движете одной точки т^Ьла, точки Ю или какой либо 
другой, то этпъ самымъ вполн'!к опред'Ьляемъ дв11жен1е всего т'Ьла 
т. е. всЪхъ точекъ его; при атомъ для движен1я безразлично, 
будетъ ли тФло идеально твердое или мягкое; какое бы оно ни 
было въ физическомъ смыаФ^ оно при постугательномъ движеши 
движется какъ твердое тФдо. 

Пусть Щ^ ЗЙ1, ЗЮз . . . . (черт. 32) есть изнФствая намъ тра- 
9Ктор1я н'Ькоторой точки Ш тФла (ею можетъ быть и точка Ю); Ш^ 
нолоаБен1е этой точки въ пространств'Ь въ моментъ ^о? ШгШ^ . . . . 



ь> 
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оологешя ел въ моменты ^х, ^2 • • • • • Если движен1е т^Ьла посту- 
пательное, то мы иожемъ построить трааБтор1ю и опред'Ьлить движете 
всякой другой точки Ш^ т4ла; для итого надо знать полажен1е ея въ 
одинъ ияъ моментовъ времени^ наприм^Ьръ положбН1е Э№'о въ моментъ 

^о; проведя изъ ЗЯх, ЗКа ЛИН1И ЗйхЗЙ'!, ЯИзЗЙ^з равныя и 

параллельныя 9№о?№'о мы найдемъ положен1Я Ш\Ш\ .... точки 
Ш' въ пространств* въ моменты 11,12 .... и можемъ такимъ обра- 
зомъ построить траэктор1Ю ея, которая будетъ параллельна тра- 
9ктор1и точки Шо, одннаковаго съ нею вида и разм^^ровъ. 

Если твердое т*ло совершаетъ движенхе такого рода: 



х^ = пост., у^ = пост., ;е?„ = ноет. ) 



(64) 



то тра9ктор1я каждой точки Ш твердаго т^Ьла есть кривая^ начерчен- 
ная на сфер*, имеющей центръ въ 1(9 и радтусъ равный ШЮ, — раз- 
«Т0ЯН1Ю этой точки отъ точки 20; всЬ точки находя Щ1яся на 
•одной лиши проходящей черезъ Ю, им-Ьготъ траэктор1и подобныя 
другъ другу относительно центра подоб1Я Ю. 

Всл'Ьдств1е веизм'Ьняемости тбла, уголъ ШЮШ' между рад1у* 
<^ами векторами двухъ точекъ т^^а сохраняетъ постоянную величину. 

Такое движев1е т^да называется вращательнымъ движенгемг 
тгьлъ вопру гг точки Ю. 

Движед1в т'Ьла можетъ быть вращательнымь вокруп всякой 
точки тФла; . абсолютный координаты этой точки должны быть 
тогда постоянными^ а травкторш всЬхъ точекъ т'Ьда суть кривыя^ 
находящ1яся на повэрхностяхъ сферъ^ им'Ьющихъ общимъ центроиъ 
неподвижную точку. 

Если неподвижный центръ^ вокругъ котораго происходить вра- 
щен1е твердаго тФла, находится въ безконечности^ то сфёры^ заклю- 
чающ]я тра9Ктор1и точекъ твердаго т^Ьла^ обратятся въ плоскости па- 
раллельный другъ другу; 1С* лиши, проходящ1Я черезъ безкоиечно 
удаленный неподвижный центръ, будутъ параллельны одна другой и 



— 63 - 

перпендикулярны къ систем'Ь плоскостей; точки, находя Щ1яся на 
вахдой такой лин1И, будутъ описывать траэкторхи параллельныя 
другъ другу и одинаковыя, какъ по виду^ такъ и по разм'Ьрамъ; 
потону, разснатриваа такое движете, совершенно достаточно раз- 
<511отр4ть движете точекъ т4ла, находящихся въ одной изъ плос- 
костей вышеупомянутой системы; всякая точка т'Ьла, находящаяся 
вн'Ь этой основной плоскости, будетъ совершать въ своей плос- 
кости тоже самое движен1е, какое совершаетъ про9кц1я ея на ос- 
новную плоскость въ посл'Ьдней. Движете такого рода называется 
движепгемъ тгьла параллельно плоскости или движетемъ плос- 
ской неизмгьняемой фигуры въ ея плоскости. 

Предположимъ, что неподвижнымъ осямъ координатъ дано 
такое положен1е, что плоскость ХОУ (черт. 33) совпадаетъ съ 
плоскостью неизм'Ьняеиой фигуры; крохЪ того точку Ю везьмемъ 
въ той же плоскости, а ось ЮЪ въ тЪл% возьмемъ параллель- 
ною оси 0Е\ при этихъ услов1яхъ какое либо движете т'Ьла 
параллельно плоскости ХОУ выразится такимъ образомъ: 

^•. = 0; д;« = Ш; Ую=Ш \ 

(65) 

^=0; ж = а\ э=Щ)\] 

абсолютное движен1е какой либо точки т^ла, относительныя ко- 
ординаты которой суть $, «У], С, совершается въ плоскости 

^ = С, 

параллельной плоскости ХОУ^ и абсолютныя координаты ея вы- 
ражаются такъ: 



^ = Ш + 2 С08 Щ) — -П 8111 Щ) 
у = Ш + ЫпРЦ) + -П С08 Д«) 



(66) 



Иеключивъ изъ первыхъ двухъ равенствъ время I, мы получимъ 
уравнен1е абсолютныхъ тра8Ктор1й точекъ неизм'Ьняеиой фигуры. 



. ^ 
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11ртг]&ръ 11. Точка Ю описываетъ, равиом^&рнБшъ двяжев1емъ, окруж- 
ность круга раддуса В^ такъ что: 

/\(<) = 2? С08 а)<; /*а(0 = 2? 5Ш <!)< 

и при этоиъ т^^о вращается около оси 102 тоже равиои'Ьрно и такъ, 
что: 

Первыя два изъ уравнен1Й (66) будутъ: 

(5 + Л) сов <|)^ — тг| 81П 0)^ = а; 
т| С08 <!)< -|- (Е + В) ш Ы = у; 

по возвышеши въ квадратъ и по сюжерш этихъ равенствъ получииъ: 

(5+д)»+^=«'+у*; 

т. е. точка, им']^ющая относительный координаты (Е, у\)^ описываетъ на 
плоскости ХОУ окружность, имеющую центръ въ О и радусъ равный 

\/(^ + В)*-\- т)'; т. е. разстояшю ея отъ О въ начальномъ положенш тйла 
(при ^=0). 

Прик^ръ 12. Движете точки Ю по той же окружности совершается 
въ противоположномъ направлеши: 



и по прежнему 



Хю= В С08 ш<; Ук) = — -Н 81П О)* 



Э = о>< 



Уравнен1я (66) будутъ: 

(Е + В) С08 0)^ — 71 вт 0)^ = ж 

ТГ) С08 ш^ 4" (^ — -К) 8^^ <*>^ = у 

Исключеше времени ^ изъ этихъ равенствъ можно сд-Ьлать сл-Ьдующимъ 
образомъ: решить ихъ относительно созш^ и'8т<о^: 



С08 (а1 = 



81В <!)< = 



хЦ^В) + г1у 

е=» + 7)* - В' 

'5* + ^ — -В' 
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ВОЗВЫСИТЬ подучбнныя выражетя въ квадратъ и сложить; иолучимъ: 

ч 

такъ какъ: 

! 16ЕЬ(^- 4 [(5 -ЕУ + 7)»] [(? + Л)2 + ^2] } = _ 4 1 (?«+,,«) -В^' 

есть величина несомн:1^вно отрицательная, то полученное уравнеше есть 
уравнен1е эллипса, ни^ющаго центръ въ О; положеше же и величина осей 
для разныхъ точекъ (I, т)) неизм']^няеиой фигуры различны; въ особенности 
заи-^Ьтинъ: 

1) что точки, лежапця на осп 5 (для которыхъ т] = О), чертятъ 

эллипсы : 



л» 






тлавння оси которыхъ совпадаж>тъ съ осями ОХ и ОУ (черт. 34). 

2) Точка Ш^4) ии'Ьющая координаты 6 = 12, >]«0, движется на пря- 
мой 3/ = О, т. е. по оси ОХ. 

3) Точка ЗИа, им-Ьющая координаты 5 = — Д т^ = 0, движется по пря- 
мой х=:0, т. е. по оси ОУ. 

Движен1емъ этого рода пользуются для черчен1я эллипсовъ; обыкно- 
венный эллиптическ1й циркуль состоитъ изъ линейки ЮК'Е съ каранда- 
шомъ Ку который иожетъ быть закр'Ьпленъ въ любой точк']^ линейки; два 
шпенька 9)?1 ЭЯ,, прикр'Ьпленные къ той же линейке, могутъ ходить по 
двумъ взаимно перпендикулярннмъ канавкамъ ХОХ, УОУ иле прор']Ьзамъ, 
сд'кланнымъ въ доск^^, налагаемой на ту плоскость, на которой требуется 
начертить эллипсъ. 

По исключети времени изъ равенствъ (66) мы получимъ, какъ ска- 
зано выше, уравнен1е, заключающее х^ у, 6, ^ Для постоянныхъ Е, г\^ урав- 
нете это представляетъ кривую лишю, описываемую точкою (6, т)) движу- 
щейся фигуры на неподвижной плоскости ХОУ. 

Обратно, для постоянныхъ ^, у уравнен1е это, связывающее перем7]^н- 
ныя величины 6, у[^ есть аналитическое выражен1е кривой, вычерчиваемой 
точкою (л?, у) плоскости ХОУ на движущейся фигурФ. 

Такъ, въ прим^&р']^ 11-мъ точка х, у^ вычерчиваетъ на плоскости 270 Т 
кругъ, центръ котораго, им-Ьеть относительный координаты: т^ = О, ?^= ~2?, 

а рад1усъ равеяъ |/ж*+у2. 

5 



I 



» 






А 



' ) 
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Въ пример* 12-мъ точка х, у вычерчиваетъ на плоскости Е/О Г кри- 
вую 4-го порядка, выражаемую уравнен1емъ (67), если въ немъ разсматри- 
вать: ж, у какъ постоянныя, а $, т] — какъ перем'Ьнныя; эти кривыя суть 
эпитрохоиды, образуемые при катан1и круга радхуса 2Л по неподвижному 
внутреннему кругу рад1уса Б; н-Ькоторня изъ нихъ изображены на прила- 
гаемомъ чертеж'Ь (черт. 35). 

Если, обратно, плоская фигура будетъ двигаться такимъ образомъ. что 
дв-Ь взаимно перпендикулярныя прямыя, находящхяся въ плоскости фигуры 
и принадлежащ1я ей, будутъ постоянно проходить черезъ дв-Ь неподвижный 
точки, то каждая точка неподвижной плоскости будетъ чертить эллипсъ на 
движущейся плоскости; ца этомъ основано приспосо6лен1е Леонардо да Винчи 
для обтачиван1Я оваловъ. 

§ 19. Движете плоской фигуры, а следовательно и того т*ла, ко- 
торому она принадлежитъ,вполн4 определяется движенхемъ двухъ то- 
чекъ ея (назовемъ ихъ ЗУ?! и ЗКз), потому что если для всякаго мо- 
мента времени известно положен1е точекъ Ш^ и Ш-^ на неподвижное 
плоскости, то можетъ быть определено, во всяктй моментъ времени, 
положенхе на неподвижной плоскости какой угодно точки 9К фигуры, 

такъ какъ разстоянтя [9И9К1] и [ЗйЗКа] сохраняютъ постоянныя 
величины. Собственно говоря, достаточно вполне задать движете 
одной точки, напр. Шх\ пусть: 

Хх = 91 (0> Ух = ?2 ГО 

суть два уравнетя выражающ1я это движете; двигаете же другой 
точки можетъ быть задано или однимъ изъ уравненШ: 

Хч = 01 (О, У% = 02 (О 

или уравнен1емъ абсолютной траакторти этой точки 

Ф (оо2. Ы = о, 

такъ какъ другое уравнен1е вполне заменяется задан1емъ разстоян1я 
между точками 9)?1 и 2Й2 или задан1емъ положен1я этихъ точекъ 
въ твердомъ теле; пусть $1, 1\1 суть относительныя коороинаты точки 



1^ 

1^' 



~^1, ^1 "^3 — Тй'в.ы же Еоордивяты точки ЭЯ], а яакъ нзв^тнв функ- 
тл: '?1(0, <ра(*), ^1(0; тогда азъ трехъ ураввен1й; 

!?!((} = Ж» + ?1 С08 9 — -Г)! 51П Э } 

ф.(0 = У» + ?18гаэ+ т],со8э I (68) 

©1(0 = а;» + 5а С08 Э — ^, 81П э 1 

«н кохежъ определить въ фудва1Я времевн три величиен: д;„, }/„, з 
м этинъ движение тФл& оаред'йлвтся вполо'Ь. 

Если задано двихея1е точен Ф!] н тра9Етор1я точен Шз, то 
ж„, у„ « э придется опред^Ьллть изъ уравнешй: 

■р1(0 == ^№ + Е1 СОЗ Э — Т]! 31П 9 I 

ЪФ = У« + ^1 81П 3 + Т|1 сов 9 [ . . (69) 

■'Ф[{3;„+ ЕаСОЗЭ— Ч]а51П 9),(1/„+ ЕзЗШЭ + -1^,008 Э)] = О ] 

Приы^ръ 13. Плосвал фигура движется такъ, что одяа точка, которую 
ян прнмеиъ за Ю, двнжетсл равномерно но овружвоств круга, радиуса Л, 
.вокругъ начала коорцинатъ О, такъ что: 

х„ — В С08 ш*, 1/„= В 51П и; 

другая точка 9Я,, череэъ которую ны проведеиъ ось 3 к которая лахо- 
дится въ разстоян1н 7/ отъ первоП, движется по оси 02; относнтельныя 
лоординаты этоВ точки суть: $ = Д 1|:=о и траектория ея есть: 

!/=0. 

И такъ уравнешя (69) въ атомъ 11рпи11р% получатъ вндъ: 

В С08 ш{ = Х„ ] 

Й8шш^ = у„ \ (69, а) 

В 81Ц (0^ + X 8Ш 9 = 0. ) 

_Ддя нахожден1Я уравнен1я траэ1Етор1и какоЭ дибо точки (^, 1]) фигуры, при- 
датся поступить сд^щушдцимъ образонъ: 
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Еяъ уравнешй: 



{Х — В С08 аЛ) =. Е С08 Э — Т) 81П Э 

(у — Д 8Ш а)0='»)СО8Э-|-Е 



(70> 



искжючимъ 9, МЫ подучимъ: 

Изъ т']Ьхъ же уравнешй мы оа^ежкишъ 8т а: 



но такъ кавъ третье изъ уравненШ (69,а) намъ даетъ: 



8111 Э = :р , 



то мы получаемъ другое уравнеше, заключающее 8т ш^, со8 ш^, эти посд']^д- 
Н1Я величины надо исключить изъ полученннхъ двухъ уравнен1й: 

а;ДС08а)^ + уД81Всо^ = ^'+^' + ^'-^'^^' 
7|2гС08а)<+ (^^1+^ — ^^ Д ЗШ ш< = а;^! — еу ' ' 



для того, чтобы получить уравнен1е абсолютныхъ траэктор1й описываемых^ 
точкам^ (8, У]); это будутъ кривыя четвертаго порядка. 

Уравнен1я абсолютныхъ траэктор1й точекъ, находящихся на оси КМ 
могутъ быть составлены бол4е простымъ путемъ; а именно при тг]=:0 урав- 
нен1я (70) будутъ: 

а; =г Д С08 <о< -|- 5 ^^5 ^ 

у = Л 81П 0)^ + 5 81П Э 



или 



а; = Д С08 а>1 



+«/ 



В^ 8т« ш^ 



у = В^т<л1 (1 — "2^) 
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По яскоочевш ^а^ кн пмучшсь изъ посл^двих^ равевствъ (мгЬетющее 
;;равнев1е траекторий: 



X 



= |/"^? 






»' 



{Ь - «)» 



Бржвыя этого рода им^ютъ форму яйцевидную и н']&которня изъ нихъ 
изображены на чертеж'Ь 36; по виду опичаются он'Ь отъ алнпсовъ тЬмъ, 
что кривизна обФихъ вершинъ неодинакова *). Толстою чертою обозна- 
чеяъ кругъ, описываемый точкою Ю. КШ^ есть одно ивъ положен!й 
оси ЖМ^ Ш^^^ суть точки описывающ1я начерченння траэкторш. 

РезультатЪ| получаемый чрезъ ноключеше времени изъ уравнен1Й (70), 
дредставляетъ, при хну иостоянныхъ, уравнен1я между € и т]; это суть 
уравнешя тбхъ кривыхъ, которыя описывають на движущейся фигуре 
-точки плоскости ХОУ. 

Задавъ движете одной 18Ъ точекъ 9^1 (^, ^0 неизх'Ьняе- 
жой фигуры по одоекости ХОУ^ можно, ддя опред'Ьлешя дни- 
лепя веей фигуры, задать кривую описнваеиую некоторою точ- 
кою ш неподвижной плоскости на движущейся фигур^Ь иди плос- 
«ости Е^ОТ; пусть абсолютная координаты атой точки суть: 
^т Утл зто величины постоянный, иежду т^Ьиъ какъ относите льныя 
координаты ^т \» зтой точки суть величины переи^Ьнныя; т4 и 
друпя связаны равенстваии: 

Ут = Ую + ^1»81В а + Т^СОбЭ, 

шагк которыхъ сд1|дуетъ: 

^т = {Рт Л?ю)с089 + (у«— Ун>)8Шд 

И-т = — (Л?т — ^ю) 81ПЭ + (^т — Ую) С08 Э. 



Пусть 



в(е« ^)=о 



4)сть уравнеше кривой лити, описываеиой точкою т на движут 



*) Это лучше видно на чертеагЬ два, гд-Ь изображена кривня, описанния 
•двумя «оиамн не лежапщмн на оси 1(95, иричемъ аоложен1е точки О иа пло- 
^еюетя ХУ, величина рАД1уса В и длина Ь бшн друНя, ч1км% на чертеж! 86. 
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щейея плоскости БЮХ; для опредФлешя: х^^ у^ и э въ фуЕБЦ1№ 
времени ны имЪеиъ въ тавомъ случа'Ь ураввен1я: 

?1(0 = Л*^ -I- Е| С08 д — ^1 81П д 



*2(^) = у» + ^! 8Ш Э + т^1 С08 д 
{Ут — Ую) С089 — {Х^ — Х^) 8Ш Э 



\0П 



О 



Прии^ръ 14 Точка Ш^1, которую мы примем^ за Ю, описываетъ окруж- 
ность рад1уса Е вокругъ О: 

Х^=^ — Е С()8 о)< 
и то«ва пьу координатн кохорнв суть: • 

Х^ = Ц Ут=^0 

движется по оси Л)2; иоэтону: 



'^т = ^В8^п<^<со8э — {^ + ^2со8о)<)8^па = о 



или 



в 8111 {(л1 -^9) = Ь Ш Э, 



(72> 



Для составдешя уравнен1я траэктор1Й мы возьмемъ уравнешя: 

ж + Б С08 ш< = 5 С08 Э — Ъ 81П Э 
2^ + ^2 81П <о< = 5 81П 9 + 7| С08 Э 

изъ которнхъ можемъ составить два сл^^дующ1я: 

$ — Б С08 (ш< э) = Ж С08 Э + У 81П 9 

^ — Д 8Ш {а>1 — э) = у С08 д Л? 8Ш 9. 



И^ключивъ изъ этихъ уравненШ бшэ и со8д, мы получимъ: 

г , 

. .; . ?^Х С08 (ш4. — э) + тг^Д аха (ш< — э) = 



2 
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Крои^^ того, изъ х^хъ же ураввевИ мы найдемъ: 

{^ + У^) 81П Э='У1 -цХ — Ву С08 (ш^— э) + Вх^\П {аЛ — д) . (73) 

Подставивъ сюда вх:1сто $1пд его ВБгражев1е изъ уравЕенхя (72), мн 
П01учпиъ второе изъ нижесл']^дующихъ равенствъ: 



5 Л С08 (ш< - а) + 7)Д 8Ш Ы1—э) = ^'+^Ч-Д'-^^-^/« 

^Д С08 (а)< — д) + (^^ ~ ^)-й 81П (а)< — э) = у? 7|Д; 



• • (74) 



По ВСШЮЧен!!! же изъ ЭТИХЪ ИОСЛ']^ДНИХЪ С09 (ш^ — 9) и 8т (^в^ — 9), 

мы подучимъ уравнеше траэвтор1й. 

Сравндвъ уравненк (74) съ уравнешлмя (70 Ыз) примера 13-го, мы 
увидимъ, что разница между гЬми и другими заключается только въ сл^- 
дующемъ: гд-Ь въ уравнен1яхъ (70 Ыз) стоятъ х, у, 8, >з и Ы, тамъ въ урав- 
нешяхъ (74) стоятъ 5, т^, л;,г/и {^л^ — э); поэтому по исключенш угла (ш^— д) 
изъ уравнешй (74) мы иолучимъ такое же уравненае, какое получимъ изъ 
ураввен1Й (70 Ы$) черезъ исклк>чен1е угла ш^, разница будетъ только въ 
тоиъ, что я; и у перем'Ьяятоя м^^стами съ 6 я т); значитъ траэтор1и, опи- 
сызаемыя точкамц веизм'^ияемой фигуры на неподвижной плоскости въ 
движеши настоящаго прим'{1ра, суть тЬ самыя кривыя, которыя чертятся 
точками неподвижной плоскости на движущейся фигур'^Ь придвижен1и, раз- 
сматрпваемомъ въ прим']^р']^ 13-мъ. Шкоторыя изъ этихъ кривыхъ изобра- 
жены на чертеж'Ь 37. 

Вообще, движете раэсмотренное въ этовгь прям']^рФ, есть, такъ ска- 
зать, обращенвое двйжев]е примера 13-го; одно обращается въ другое, 
если доАввжаая и цедодвижиая илосвости нерем^Ьнаюзчм ролями. 

§ 20. Прн шучен!! какого-ямбо вращатедьнаго двяженк 
твердаго гЬла вокругъ неаодвихной точки Ю совершенно до-^ 
статочно разснотр'Ьть движенхе точекъ т'Ьла, находящихся на 
поверхности какой-либо одной сферы^ имеющей своинъ центронъ 
неподвижную точку Ю, потому что движен1е всякой точки Ш' 
т^ла, ненаходящейся на этой сфер'Ь, вполне опред^Ьляется дви- 
жешемъ той точки Ш этой сферы, которая находится на одной 
ЛИН1И съ точками Ш^ ж Ю. 

Подобное разс1отрен1е вращательнаго движен1я твердаго т'Ьла 
представляетъ некоторую аналопю съ приведеннымъ въ предн- 
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[е1Ъ оараграфф разсмотрвнтенъ двнхенхя твврд&го^ гЬла оа- 
1ельно неподвихнов плоскости^ подобно тону вааъ танъ, мн 
д1Ьсь мохемъ разсматрввать вместо дв1гхен1я всего т^Ьла дви- 
16 неязк^няеюй фвгурн, прннадлежаще! ткху, здЬсь эта фи- 
№ сферячеекая. 

Мн предетавпъ себ^ дв1| совпадиэппя сферы 5 1 @ радауса 
наго единихсб н общШ центръ которнхъ яаходнтся въ Ю; век 
БЕ сфврн ;$ иеподвихнн, всЪ точен сферы ® неизнйнно связаны 
твердынь т'Ьлонъ; вращательное двихен1е нослЪдвяго вовруть 
Ен Ю внолн'Ь опред^аяется двих«н1енъ сферы @ по сфвр1( ^. 

Пусть 2' (черт. 38) есть точка вересЬчетя сферы 8 осью 
7' и большой кругь 2'Х' — перес*чея!е ея илосвостью 2'^0X'. 

Пусть 2 есть точка пересЬчеагя сферы ® осью Л>2 е 
ьшой вругъ 2^; — перес^чеше ея плоскостью 2^0^. 

По1охен1е вакоО-ибо неподввхноб точен ва сфвр11 <^ опре- 
яется ефержчесБВнн воордннатакн ? н Ф- 

ио1охев1е вавой-либо точке на сферА ® определяется сферн- 
(ЕНи коорднЕатанн: угложъ /*, соетавляенынъ рад1усонъ векто- 
ъ точки съ осью Я>2 и углонъ й, соетавляенынъ плоскостью, 
ходящею черезъ ось 2 в рад1усъ векторъ рааснатрвваеной 
ки, съ плоскостью 2/02. 

Полохен1е сферы €> на еферф <8' опрвдЪлкетвя угланв фужжэ. 

Боордннаш '^ Е 9 ша буденъ называть абсолютнннЕ сфери- 
Еини, я координаты /" и О — отноентельяЕПИ сфвричвекнни. 

Пряхоутольвыя, абсолютный и отвосжтелыыя воордноатн вн- 
:а»тся въ сферичесвихъ ел'Ьдующннъ оФразонъ: 

(ж — а;„) = гз1П(рС08<]. ] 

(у — »»)=»'8Ш(рашф I (75) 

(г —е„) = г С08 (р ] 

Е = ГЯП/"С08В 1 

у\ =гмп/'8тВ [ (76) 
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Всл'Ьдетв1е этого, равенства (45), если въ нихъ подставить ъш^- 
сто Босинусовъ угловъ между оедмя ХУ2 и 2X2 ихъ выраже- 
шя (47), (48), (49), (50), (51), (62), (63), (54), (55), вм4сто 
разностей: х — х^, у — Уюз ^ — ^ег^ ихъ внражешя (75) и вме- 
сто координатъ 5» ъ ^ — ихъ внраженк (76), прищутъ сл4дую- 
Щ1Д видъ по сокращеши об^жхъ частей всФхъ равенствъ на г: 

81П? соаф = со&^тфсовж — 8Ш /*(8т ал; 8ш (д + Ь) — 

— сов ж С08 (д + Ь) С08 ф) 
ЗШ ? 8Ш Ф = С08/'8Ш фшЖ-{' 8Ш/'(С08 Ж 8Ш (э + ») + (77) 

+ 81Г. Ж С08 (Э + ^)С0^ф) 

СОВ ? = соз/'созйР — вш/'аш ф С0^{9 + Ь) 

Еаи ф^ Лс я 9 даны вакъ нзв'Ьстныя фушсцш временя: 

ф = РгЦ\ Ж = Р,{1), в = Щ{) 

то уравнешя (77), даже два язь нихъ, внражаютъ движепе той 
точки сферы ®, относительныя координаты которой суть: /* и Ь; 
такъ, третье изъ уравнен1й (77) выраасаеть изм'Ьнеше абсолют- 
ной координаты ? этой точки: 

С08 Т = С08/*С08 1^1(0 — 8Ш/'8Ш^\(ОС08 (Ь + Е,Ц)). 

Исключивъ изъ этихъ уравненШ время ^^ мы получимъ одно 
уравнеше сферической траакторш, которую опмшваетъ точка (/*, Ь) 
сферы ® на сфер! ^• 

Уравнеше зто заключаетъ: /*, Ь, ? и ^; разсматрнвая /* и );) 
какъ постоянный, это уравнеше между перем'Ьнными ? и Ф им'Ьетъ 
вншесказавное 8начен1е. Обратно, если т и 4" сделать постоянны* 
ИИ, то тоже самое уравнеше между перем^нныии /* и Ь предста- 
вляетъ уравнеше сферической кривой, которую опясываетъ точка 
(Т| 1^) неподвижной сферы 5 на движущейся сфер'Ь @. 



е. величин* постояввой; 

Ж = т1 

Чтобы составить уравнен1е сфервческикъ траэктор13, хн возьиеыъ 
^етье изъ ^равненШ (77); изъ него получимъ; 



,и 1 ., С0В/'С08а — С05Ф 



, СОЗ/'СОЗв — С08(р ^. 

'- ЕШ / 81П а 

Съ другой стороны, помновсввъ ураввемя на йпф ао&ж, ^пф елпж, 
«ф в сюхивъ, получит: 

81П(р5М(;5со5('^ — ж) 4- совФстф = соз/" 

у же формулу иоясенъ написать пряно, км'Ья въ внду, что въ сфериче- 
юмъ треугольник*, образуемомъ сторонами /", ч а ф, уголъ (^ — ж) ле- 
ить протввъ стороны /*. 
Изъ этой формулы'сл^дуетъ: 

/СОб/"— СО8ФС08Д! \ 

ж = <, — аг.™ ( — вБ^ж,* ]■ 

Въ этоиъ прни*р4 это будеты 

Орираввявъ два, лолученныя выражен1я для ^, кы лолучимъ уравве- 
е сферг^^еокнхъ тра9ктор1Й: 



'-^)+-^'^ Г^^т -т 



г^р«!«г;'>""ч 
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ТО уравнев1е (78) даетъ: 

С08 ср = еОЗ/'сОЗ а — 8111 /*81П а С08 Ь; 

значить ср = постоянному; каждая точка сферы @ описываетъ кругъ на 
сфер^ /в' вокругъ точки 2^\ ^ изменяется при этомъ по следующему закону: 

^|/ = 0)^ + фо 
гд* 



ГС08 /^ — С08 Ф С08 ^1 

Фо = агссо8 — — г ^ 

у о ^чч/о|^ 8ШСр8Ш# ^ 



и есть постоянная величина. 

Подобно движен]ю т'Ьла параллельно данной плоскости, вра- 
щательное двихеше твердаго тФла около точки вполн'Ь опред'!- 
ллется сферичеекинъ движешенъ двухъ точекъ сферн @ или дви- 
»ен1емъ одной точки ЯЯх (Д, ЬО сферы @ и сферическою тра- 
дктор1ею другой точки ЗКз (А, Ьа) ея. 

Прим^ръ 16. Точка 9]?|, которую мы примемъ за точку 2, движетслг 
даннымъ образомъ по мернд1ану: ^'Х', такъ что: 

Точка же Ш^, отстоящая отъ Ш?, на 90®, движется по меридхану: 
4» = а; мы примемъ дугу йЯ, Яй, за 252, такъ что 

и уравнен1е траэткорш точки 93^а есть: ^2 = а. 

Для опред']^ешя э, мы прим']Ьнимъ первыя два равенства (77) къ хочк 
3)?з; будетъ: 



81П <р2 С08 а = СОВ 9 008 ф 



8Ш (р2 8Ш а = 8Ш Э; 












х^Г 
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отсюда: 



выражев1я 



ф = 1\1\ а» = 0; ) 



9 = агсЦ (С08 ф \% 



,\ <^'' 



опред'ккяютъ вращательное движен1е ткиа. 

Такъ каБъ ж = о, то сферическое движенхе точеЕъ сферы ® выра- 
жается равенствтами: 



8Ш ср С08 ^ = С08/* 81П ф + ВШ/*С08 ф С08 (э + Ь) 

8111 <р 81П I}/ = 8Ш /*81П (э + Ь) 

С08 9 = С08/*С08 ф 8Ш/*81П ф С08 {$ + Ь) 



. . (80) 



кь которнхъ фа 9 вцражаютса фунЕЩяни времени (79), 

Ивъ прнводецвыхъ трехъ равшствъ (дО), третье сд^луетъ изъ даухъ 
лервнхъ; движете точки вподн']^ выражается двумя изъ нихъ. 

Для того, чтобы составить ураввен1е традктор1й въ этомъ прим'Ьр'Ъ) мы 
беремъ второе изъ уравнешй (80), изъ котораго сд4дуетъ: 

С08(9 + »,) = Ь^^?^2^^1М 

и 

а + Ь = агсц [-=^^^1=] (81) 

1У зт* /^-- зш^ <р зш' ф .1 ^ ' 

Р']^шая зат^мъ первое и третье изъ равенствъ (80) относительно соз ф, для 
чего надо помножить первое на з1п /* соз (а -|- Ь) и придать къ нему третье 
помноженное на соз /) мы получимъ: 

€08 ф (с08*/*+ 81ПУС08^ (а +• Ь)) = С08 Ф СОв/'-Ь 81П ср С08 ф 81П/'С08 (э + Ь); 

возвысивъ же въ квадратъ о&к части этихъ равенствъ и сложивъ, мы нав- 
демъ: 

С08^ср + 81П^срС08^ ^ =€08^+ 8Ш^С08*(а + Ь); 

поэтому 

/? [соз ср соз /* + зш Ф соз ф у 81п^ /* — з1п' ср зт* Ф 

ео8 ф = — ^^ —^ ? — '/д 1-} ^ ^ 

^ соз' «р + МП* «р соз' ф 
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но 



поэтому иы им'{1емъ кром-Ь (81) еще другое выраженхе для э: 

о—а^^о^^т Г+о. « С08 У С08 /•+ 8Ш ср С08 ф У^бШУ'-- 81П'у 81П» Ф 1 . 

приравнявъ другъ другу эти два полученныя выражен1Я, мы получимъ иско- 
мое уравнете траэвтор1й 



и X Г' 81П со 8111 Ф П 

Ь=агс1е у ^ — 

1|^ 8111*/* — 8111* ^ 81П* ф ^ 
ИТСЩЪёа [ С08*(р.Ь8Ш*^С08^ф ]; ] 



. . (82) 



§ 21. Пусть твердое т'Ьло совершаетъ некоторое врщев1е 
около точки ю я вращен1е это выражается равенствами: 

ф=:ф^{1);ж = Ф^{1)\э=Ф,(]1;) (83) 

гд'Ь фу ж жд суть углы^ внражающхе положен1е т'Ьла относительно 
осей координатъ: Юх\ ЮУ\ Юг' параллельннхъ осямъ ОХу 
ОУ, 02. 

Предположинъ теперь, что одновременно съ атимъ движешемъ 
оси Юх\ ЮУ\ Юг' переносятся поступательнымъ движен1емъ, въ 
которомъ принимаетъ участ1е и все тЪло^ такъ что положен1е его 
относительно осей ЮХ\ ЮУ, Юг^ продолжаетъ изм4няться какъ 
выражаютъ равенства (83), точка же. Ю въ этомъ поступатель- 
номъ движен]и изм^няетъ свое положен1е какъ выражаютъ сл1Ь* 
дующ1я равенства: 

л'«=?1(*);у« = ?а(<>1 'ЗГк, = ?з(0; (84) 

тогда т'Ьло будетъ совершать движен1е сложное, выражаемое сово- 
купностью шести равенствъ: (83) и (84). 

Обратно, какое бы то ни было движен1е твердаго т^ла: 
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1 



внражапщихъ «аконъ 1м1^невм равносте! координатъ [х — х^), 
[^ — 9л), {/^ -~ в^ во вращательношъ двжжен1И твердаго •Лша, во- 
крутъ Я; сооп1Ьдствевно тов; и еаюе дввжеле всего т1ша жожно 
равсматрввать. такъ, кавь будто бы оно бнло раиожено: на вра- 
цатедьвое вокругъ точки Я* я ва поступательное, общее съ дви- 
жен1е1ъ атой точен. 

Понятно, что лоступательнал часть новаго разложен1я по1наго 
|(вихев1я тФла будетъиная, чФнъ прежняя, потону что дв1хев1е точки 
? вообще говоря отличается отъ двнхепя точки Ю; ны проедфдииъ 
)то обстоятельство па нрнн'Ьр^к 1 3-1ъ, причеиъ будеп обращать впи~ 
1ав1е и навращательаня части двихетапри раэинхъ разлохешяхг. 

Бъ 8тонъ принФр^ двихен!е плоской пензнМаеной фигура 
)адаво какъ слохное изъ постунательнато, представляенаго дви- 
кен1е1Ъ точки Ю по окрухяостя рад1уса л: 

Х„ = Д С08 юЬ у» = — В 8111 чЛ 

I ИЗЪ врящательваго вокругъ оси проходящей черезъ точку Ю 
I перпендикулярной къ плоскости ХОУ (черт. 39). 

Если бы не было вращательнаго двнхен1я, то каждая точка фи- 
гуры описывала бы окружность рад1уса Л, также какъ точка Ю,щж- 
юнъ вся фигура оставалась бы параллельною саиойсебФ; такъ на- 
арннФръ въ теченш времени Ь отъ нонента I = о точка ЗП^ ( Е1 = Л) 
% = о) перешла бы изъ начальнаго своего полохен1я Ш^" въ по- 
10Хен1е Э)1/, приченъ она двигалась бы по окрухноети рад1уса к, 
П|4ющей центръ въ точк* ^0°; точка 9Из(Ев — о, 113=^) пе- 
[•ешла бы изъ начальнаго своего полохен1я 3)1з° въ положеше Шз\ 
зрнченъ она двигалась бы по окружности рад1уса Е, инФющей нентръ 
въ точк4, абсолютный координаты которой суть х^=о у= М; весь 
греугольвикъ ЗНа^ТСЗЙ!" иерешслъ бы поступательнымъ движешемъ 
8Ъ положен1е ^з'ЖШ!. 

Въ заданнонъ двихен1и къ этому присоединяется равнонФрное 
1ращен1е фигуры вокругъ точки Ю, при которомъ наора8лен1е всякой 
пряной ЛИВ1И фигуры иэмФнлетъ свое иаклонен]е въ осв Х-овъ на 



1. > V- ' '- 



— 81 — 

угодъ ш въ единицу вреиенж и на уголъ т^ въ течеши дромежутва 
врекенн Ь; поэтому треугодьникъ, ваий ра8сиатривавинй, будетъ 
ии^ть в!ь иоиевфъ ^ подозкеше Ш^ЮШг^ отди^ающееси отъ воложв^ 
ш ^гЮЗЯх 1юворотоиъ всбРО троугодьнива на угодъ 9 = Ш^ 
воиругъ точки Юу такъ что угодъ ^^КШ^ = ш*. 

Это ш саиое движенхе фигуры можно разложите на враща*- 
тедьное движен1в вокругъ точвук 2йз|(си, черт. 40) и на посту- 
датедьное, вредетавллеиое водным:! движбЖ1емъ ев; лодное дви- 
жеше дТ(Дточ|Ш9ИМ!Ь1>дейотвоеитедьвЁи1(оординанты: ^з^^о %^М^ 

выражается сд^дующццъ образомъ: 

■ 

сл'Ьдоватедьно ^з=^3) то есть эта точка движется по прямой лиши» 
проходящей черезъ начало воорд^натъ О и составляющей углы въ 
45^ съ осями X ш У. 

Если бы не было вращательваго движеная вовругъ точки ЗЯг^ то 
каждая точка фигуры совершала бы движеще по прямой лиши, па* 
раддельной див1и ЗЮ^'^ЭКз; въ тече01е времени отъ ^ ^^ о до момента 
I треугольиикг 3№з*'10''ЗЮ1** перешедъ бы въ положеше Ш^'Шг. 

Въ водиомъ движши фигуры къ атому присоедибяется вра* 
щеше вокругъ Ш^, всд'Ьдств1е котор&го раасматриваемый треугодь-; 
никъ поворачиваетси въ течевк времени ^на некоторый уголъ, 
такъ что въ подномъ движ^|и. онъ прмходитъ въ подожеше 
ЯИзЛОЗЙ! — тоже саиое, какъ и на чертеж* 39; легко вид*ть, чт» 
угодъ ЮЩ^Ю поворота треугодьни&а вовругъ Ш^» равв|[ется угду 
поворота треугод|^иива вокругъ Ю (черт. 39), а такъ кавъ ска* 
занное относится въ промежутку времени произвольной величины, 
то нетрудно понять, что вращенхе вовругъ точки Э)?з одинаково 
съ вращенхеиъ вовругъ Ю, т. е. всякая прямая лишя фигуры 
поворачивается, вакъ при первомъ, такъ и при второмъ разло- 
жен1и полнаго движен]я, равном1^рно^ на угодъ ш въ единицу вре- 
мени и на уголъ т1 въ течеши времени Ь. 

Подобнымъ же образомъ уб'Ьдимся что^ при разложеши одного 

и хаго же движев)я деизм'Ьняемой фигура въ ея одоскооти ва 
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вращательвое двя1КеЯ1е вокругъ вройвводьвой Т1»шв фигуры ява 
воетудатвльвоб оред<$тавдя(шое двяжея1е »то1 то<гкя, враща'^ел&ная 
ЧМУГ& движея1я буд^ъ всегда одянаБова, то есть п течеЯ1я того 
же временя фягура поверяется на одяяъ и тотъ ж% рожъ^ будеяъ м 
мы разеяатрввать вра1цвН1е вокрутгь точкя Ю^ ми гткя ЭПз) ия 
вояругь точ^гъ 8Й1, 9)?2 

Тоже самое имФегь «Ьето нрж всябомъ дюжепя т1да: ве- 
щательная чатъ двяжен1я т1яа одянавова, возыем% ля мы за 
центръ вращен1Я то^ву Ю^ точку Я яли какую уго!дяо точку гЬла, 
то есть ВСЯБ1Я параллельныя другъ другу «шраадея1я^ 1гро9ед|1Н* 
ння внутри тЪла черезъ точки Ю, Я я др., будутъ вращаться 
вокругъ своихъ центровъ одянавовняъ образомъ, такъ вакъ они 
должны сохранять свою яараллелыость всегда. 

Изъ етого сд*1дуетъ, что если мв представимъ себ'Ь дв'Ь совпа* 
дающ1я сферы ^1 и @1 рад1усовъ равныхъ едяниц'Ь^еъ общнмъ цент* 
ромъ въ точк'Ь Я и двгЬ совяада1>Щ1Я сферы в^ я в раД1усовъ рав- 
ныхъ едяняц'Ь сгь общяйъ цеятромъ вгь точвй Ю; веля предю* 
ложимъ, что сфера Эг движется поступательно вЯ'Ьстй со свовуь 
центронъ Л, а сфера 5 движется поступательно шж^тЛ со своякъ 
цеятромъ Ю, сферы же ®1 я @ неязм'Ьнно связавоы еъ твердымъ 
т^омъ, то двжжше сферц ®1 во сфер1Ь в^1 будетъ епоми^ тат^ 
дественнымь съ двяжен1емъ сферы ® по сфер*Ь &• 

§ 22. 0»>ровти ючвлъ т^ля, дво^хущагося повтупа*- 

тельно. Беля Т&10 движется пос«ушюельяо, то углы ф^ мж^ 
остаются яоетрянянми, сл^кдоютельт остаются также &осто)1|няши1 
и во^гаусн Хцу [^асу Vа?9 ^уу \^уг Уу^ Ку К? ^м9 ВЪ выражея1яхъс 

У=У«+ 5>^+т11Ау + ^Уу [ (91) 

изя^Ьняются съ течешемъ времени только: ' 

ж«=/!(У Ую^Ы^) 0^=Шу 
такъ вакъ относятелвныя цоордянафн $, % С точекъ^ пердаго т1кла 



'«уть ■гакке^' вмх^ига поетовятиг; еаш, шуЛя9Ч&пля^,возъ 
«ротъоцхпи по I отъ обЪвхъ ча11те11 равевотвъ (91), то полу* 

' Эта »»чг1п>)^.1То сквроет|| вс^х> точекътв^рд&го тЪла> 
:^щ%Еоц^ ооетув&шьЕо, рав!» и оарил^лыш скоростн точки 
а 1*14довательно и другъ, другу. 

Если твердое тгмо движется пост^7щщл>>на, т> ( 
временный скорости вспхъ точет твердаю тгма равь 
параллельны друи другу. 

§ 23. Скорости точбк'ьтвврдагот11а,вращ»в>ща] 
вокругъ неподвижной точки. 

Если точка Ю неподвижна, т. е. з:„, у„, г„ постоякн 
углы ф,жж э из]|'!Ьняются даннымъ образомъ, то девять' коеян] 

X, V, суть фувБЩЕ вренени; чтобц получить выра] 

проэкцИ т, оси X, У, 2 йворости какой либо точкг Ш(%, 
твердаго тФла въ такожъ Д8ижен1я, на должна опять вз^ть 
язводяня по времени отъ об4ихъ частей равенствъ (91), при 
ш должян шёФть ввиду, что . €, 11, с «>», Ум,, ^л, суть везичия! 
стоянвня. Мн угловииея обозначать звакояъ Ю скорости то 
твердаго гЬЯа во врипательяеиъ дЫ1жеа1и гбу!(«1« назЕпип'! 
для краткости врахцателъными скоростями; когда мв иоэь 
;производння оть (91) по Ь, то получииъ: 

|г = п,со>(«.2) = |1: + ,^-+с^ 

5^ = »о СОВ (й)2) = е-5( +-^ -§( Ч-С:^ 

Эта форма внрахен1я для проэЕЦ1& скорости Ю не есть еще с 
чательвая, такъ какъ в1одящ1я сюда производная отъ косинусо! 
V. должна быть внраженн ||)ункц1яхк угловъ ф, он 
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вхъ дроиаводЕЫхъ но крежени, для чего надо валть пронвюдння: 
по вренени отъ равенствъ (47) . . . (55); мы сдФлаенъ 9то по- 
степенно путемъ разныхъ посл'Ьдовательннхъ преобразован1Й, кото- 
рня дадутъ намъ возножноеть ближе ознаноннться съ н1^которнми 
общими качествами вращательннхъ скоростей №. 

Прежде всего мы преобразуемъ вторня части выраженхй (93) 
такимъ образомъ, чтобы въ нихъ вошли вм'Ьсто относите льннхъ 
координатъ ?, 1Г|, С разности х — х^у У — У^о? ^ — ^ю\ пользуясь 
для этого внражетями: 



5 = ХДж — 
^ = \^{х- 



а^к»)+Vу(у 









~^ю) 



мы нодучимъ изъ (93): 



(94> 



й> сое (ЮХ) = А (ж— ж») +Е1{у — у„)-\-Я{г- г„) 
й) С08 (№ У) = Д {х-х„) + В{у — у„)+Р^ (0-Л„) 

Й) С08 (Й>^) = ^г {Х—Х„) + Р(1/-р„) + С{0— ДГ„) 

гд* чврв»ъ А, в, с, Р, д, Е^ Ри ^1, Ех обоиачвны а^дую- 
щ12 сушн: 

-^ — *•» <г< "1 '*•* "5? 1 ^* "й? 



В= 



С = 



Р= 



'^у (^^ "^ ^^у "5Г ■+■ ^у "Ж 



<г 






(95) 
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р — л !!!^^ -1^ „ 'X*: 4-V ^ 
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<Л|.« , Л^Ж I . (^Ч( 



^'^+и-«-^+^ 












Вздвъ проивводння по { отъ равенствъ (61, а, Ь^ с)]шнай- 
денъ, что ^, Б и С равны нулю, взявъ же производння отъ 
равенствъ (62 а, 2», с) мы найдеиъ: 

а потоку про9КЦ1и вращательной скорости на неподвижння оси 
1соорджнатъ выразятся сл^^дующинъ образонъ: 



Ь) соф2) = (у-у^ Р-(х-х^) ^ ] 



• (96) 



§ 24. Угловая скорость, изн'Ьрешя ея. Предаоложииъ, 

что вращательное движен1е т'&ла вокругъ неподвижной точби Ю 
нронсходнтъ парюалельно неподвижной плоскости X У; въ такомъ 
«случае, если возьмемъ точку Ю и оси Е» Т въ той ял плоскости: 

X» = С05 9, Ху = 8Ш 9, Хж == О , 
1^» = — 8ШЭ,|1у=С08Э, |1ж= О, 

V* = о, Уу»-0| V, = 1 



я оотожу: 



следовательно: 



Р=0, д-о, д = 






вэ 



\х> С08 (ШХ)=— (у — у ^ зё 



ШС08(Й)^«0. 



— ее — 

Такое движен1б твердаго т1^ла есй» В2ащ^Н1б его вокругъ не^^ 
водвижной оси; двденхе это настолько просто и настолько всЬмъ 
известно, что мы рФшаехса прямо высказать сл'Ьдующее: 

При вращенги твердаго пньла вокругъ неподвижной осщ 
скорость № каокдоИ ттки т^ьла перпендикулярна къ крат^ 
чайшему разстоянгю р этой точки отъ оси вращенгя, 

Отноишт № : Р одно и тооюе для вд1ьхг тдчекг тп>ла; вели- 
чина его равняется абсолютной величинп> производной ^т, если 

подъ э подразум1ьваемъ уюлъ между двумя проходящими черезъ 
ось вращенгя плоскостями^ одт и^^^ 1сопщ>'ыхъ неподвижна^ а 
другая неизменно связана съ тп>ломь. 

Производная -^ . есть отнощ)^91е ие^ДУ ([^крд^^чно мадцкъ 

угломъ, на который поворачивается тЪло вокругъ неподвижное 
оси въ течеши безконечно*малаго промежутка времени и величиною^^ 

этого промежутка, то есть -^ есть скорость ивмънетя угла э еь- 

течешемъ времени; по этому отношеше 

называется угловою скоростью вращающагося т1(ла. 

Такъ какъ уголъ измеряется отш)шей1емъ длины дугя' част^' 
окружности къ длид'Ь рад1уса и гл'Ьдовательно величина угла из-- 
м^кряется отвлеченнымъ числомъ (причемъ единицею угловъ слу-- 
жить уголъ: б7^17'44",7 ....), то всякая производная отъ 
угловой величины по времени измеряется отн(Ш1ен1емъ отвлечен- 
наго числа ко времени, а следовательно такое же измерет- .{р*зг 
меръ) имеетъ и угловая скорость. 

Что угловая скорость измеряется отношетемъ отвлеченнаго ^/ 
ела ко времени видно еще и изъ того, что она есть отношенхе линей- 
ной скорости къ длине, а первая есть отношенхе длины ко времени г 

Вращающееся тело имеетъ единицу угловой скорости, есди^ 
точки его отстоящ1я отъ оси вращен1я на единицу длины, имеютЪ' 
вращательную скорость равную единице. 
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Едтавца умовов «воройи = '^^У*;*^"^" = 

( единиц, длины "1 1 1 
едищщ. вр^ево ейанид,:д#шы: 'ед||яю^ времен/ 

Вели4ява единицы угловое •скорости вполне опред'Ьляетея ве^ 
лнчиио!^ €(дин0цн врембП/ 

^ Ёси вращ«н1в твердато т'Ьла: векругъ оси еавершатя еъ по* 
етояввою углаво!) скоростью, то ташю врвщен1е иашваетеа рз^^ 
номлрнымв $ращеи1емь. 

При раввонАрновъ вращеши еъ едявицею угловой свороети, 
принижая за единицу вреневи еевувду ередияго вреигаи, воя&аз 
плоскость т'Ьла, проходящая черезъ ось вращен1я^ описываетъ въ 

секунду уголъ въ 57°17'44'\7 то есть^|^. 

. Срочт^ враще11б зевли вокругъ сбоев оси есть вращен1е рав- 
номФрвое, у1'Ловая своробть его равна: 



2п 



^[ш:^]-^^^^'^^^--- [с1Г^1^] 



86164 

потому ЧТО ВЪ одеФ вв'Ьздння сутки иоевоспъ веяваго нерид]апа 
ошюнваетъ уголъ въ * ЕвО°, длвна дуги вотодшю въ 21г раз& 
бод!Ье рад1уоа *). 

§25: Мгновенная ось и угловая скорость твердаго 
т^^да вращашщ|^9са вокругъ нвдодвихцо1& тачкн. 

Изсл'Ьдуя внраженхя (96), мы можемъ составить себФ общее 



. *) Бсди вращающееея вокругъ оси т§ло совершать п оборотовъ въ минуту^ 
то угювая скорость его ракаа: 



2пп 
60 



|_ секунда ^ [ секунда ^ ' 



такъ, еслв гЬдо соверппетъ вбОО оборотовъ вл хнвуту или 100 въ секунду (& 
ошя т^тлатж «жороотя я гофа^до бюьшдд ш&чркцокл^ ее рАдко, наорви^ръ прж 
вр1^щета волчка и при вращен!? артиллерШскихъ снарлдовъ вцоущеннахъ изъ^ 
вар^зныхъ оруд!&), то угловая скорость его будетъ равна: 



628,3 / ?: \ 

V севунда г 
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П0НЯТ16 О совокуаности скороетев №, которыми обдадають одно- 
временно всЬ точки т'Ьла, вращающагося вокр угъ неподвижной точки. 

1) Если помножимъ равенства (96): первое — ^на — ;;:— , вто- 
рое на ^-—^^ третье на — ^, (гд4 г = ЮЗЙ есть рад1}еъ век- 

торъ, соединяющтй разсматриваемую точку твердато тЬла Ш съ 
точкою Ю\ зат^мъ сложимъ ихъ, то иолушмъ во второй части 
нуль, а въ нфвой сумму, которая равна Ш сое (Но, г), гд^Ь (№, г) 
есть уголъ, составляемый скоростью Ш съ на11равлен1емъ радиуса 
вектора К№к^ считая это направлепе отъ точки Ю къ разсна- 
триваеиой точкА; полученный результатъ: 

Й> С08 (Й), г) = о 

выражаетъ, что скорость №, если неравна нулю, то перпендику- 
лярна къ г. Это свойство вращательной скорости сл'Ьдуетъ виро- 
чемъ изъ самаго опредФлен1я ея какъ скорости вращательнаго 
двнжешя тФла вокругь то^и Ю. 

2) Вращательная скорость точки Ю равна нулю; кром^^ того 
есть еще безчислениое множество другихъ точевъ твердато тФла, 
вращательння «]карости которнкъ въ разсматриваемый моментъ 
равны нулю; изъ равенствъ (96), видно, что абсолютный координаты 
такихъ точекъ должны удовлетворять сл'Ьдуюпщмъ равенствамъ: 

ИЛИ 

значить: всЬ точки твердаго Т'Ьла, которыя въ одинъ и тотъ же 
монентъ времени ии^^ютъ вращательную скорость равную нулю, ле- 
жать на одной пряной линш, проходящей черезъ точку ^0; ^та лин1я 
называется мгновеиною осью т'Ьла вращающагося вокругъ точки Ю. 
Изъ точки Ю можно провести вдоль по мгновенной оси два 
взмимно-противоположныя иаправлешя; мы означвмъ черезъ й то 
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ЯМ 9^шть двухъ йаг1равден1в, косЕнуен урловъ вонораго съ оеямя 
воордияатъ опред^Ьлятся, по велятаяФ я яо Дяаку, ехФдующяяя 
внражен1яяя: 

соз (е,Х)= ^^.^^^д, ; со8(9, У) = ^ ;со8(а,2)= ^ . . (98) 

гд'Ь корню ЯН прясвояваеяъ знаЕъ плюсъ. 

3) Если поянохяяъ первое изъ ]^авенствъ (96) т Р^ вто^ 

рое на ^^ третье на Б, сложяяъ и раздйлияъ на /р» -|- (^ -|- д», то 
полу^яяъ во второй частя нуль, а въ первой: 

Й>С08(Й)Х)С08(9Х) + ШС08(»У)С08(2У) + Й>С08(Й)2')С08(0Л); 

сл'Ьдовательно: 

ш С08 (Ш,д) = О 

то есть скорость Ь каждой точке не телько перпендякулярна къ 
радаусу вектору г, какъ было показано внше, ео перпендякулярна так- 
же я ко ягновенной ося; сл'бдовательно ераг^(^шельная скорость 
всякой тачки тгьла перпендикулярна къ плоскости проходя- 
щей чередъ мгновенную ось и чершрадгусъ еекторг точки тпкла. 

Есля иаъ ТОЧЕК Ш т'Ьла опустять шрпеядявудяръ ШЕ (черт. 
41) на мгновенную ось^ то къ неяу будетъ также перпендяку- 
лярна вращательная скорость зтой точвя, потому что неряендя- 
вудяръ ^Е даходятся въ пдоевостЯ| мроюдящей черезъ мгновен- 
ную ось ж черезъ рад1усъ векторъ точки» 

4) Изъ формудъ (96) мн подучяяъ. вырв«ев1е для велячиян 
юадрата вращательной евороств^ которое по формуле (59) пре* 
образуется сл^Ьдующямъ образомъ: 

»' = (Р» + д^ + В') ((ж — х^' + (у - у„У +(0- г„У) — 
Разности между воордянатаяя точки 91 я точки Ю суть про- 
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тогда получимъ: 

. Ь>'={Р' + ^ + В") (г^ — г^С05?(2,г)); 



^ •» 



или 






откуда, по июхечвши 1Ю1рт{я: 



Ч I ■ » « » > ц || ■ I I Ц » ■ I «.г. 



(99) 



. Проиаведеше г зш (8, г) варажаетъ длину перпендикуляра 
ЗК^В (черт. 41), поэтому: 



й>=з»^51/р^ + (г^ + ^г' 



или 



« ■ 



Ч I * |Ц I X 



У1Р» + е'-НД». . /. . ; . (100> 



• .' * 



ТО есть отиошеиге вращательной скорости точки твердаго 
Ыгьла ^ длинть кратчайшаго разстояигя еядд мговенндй оси 
есть величина Ьдиткоеая для есгьос^ точекъ тгьла. 

ТРоЧЕИ, «1Динав()Вд от!$тоящ1я. отъ мгновенной' о№, им*ютъ 
рав&ня, а точвм, йаx6дящ^&с^I по одноё - линт параллельной мгно^ 
ве1ГНой ООН, -^р^нйя" и ш1ра1л <<ел&ныя' ^а1<1атёл1&й«я ' е^ прости. 
^^ И8^ э^^го всёгй й*дйо, чтй Врайя[а1*л]ьняя екоро^т»,^ воторшш 
одновременно обладаютъ ве*^ точки т^вердаго йЛа, вра1Й11<1^аг(*С1й* 
вожругъ ввмодввяюй: 1(оч«:1; =тав<тй/'ч^' колбпо' ^Ыть, ^^о въ 
ь^ощ МшнФЪ "Ш5в. т^Ьло в(ращмет<и1 вокругъ игношём! о^ (I № 
угловою скоростью: '' ' ь 



V — - 



.}/Г-+.я\-^д'\ 



^\ 



притомъ Н6 только в^лнчуп^ угловой ск^|К)сти^но такжаинапра- 
влен1е мгновенной оси, изменяются съ теченхемъ времени, тавъ 
щ;'«1 ^[\ ^.и Л, (^ть. ве,?ида»1нц:.р9Р(5щв го^оу|[у рер^||ф||р|»1. 




— 91 — 

. ,.,§ 26. Нзобраа^ще угдоуой (фо||Ю01!е ттт- 



' •. 



р=^0,11 = 0,х-х„ = у—у„ = 6 ^ > О и (г — г„) > О 

1: пр09вцги врай^МеАйоК скорооти &а оси' У и 2, такт да№тг= 
формулы (96), равен нулю, а проэкщя «^ на ось Х'п^етъ йо*^ 
жожшг&жшр> ывшпв^: -:•>.' ( . •- 

Й>=(^— ^ю)^, 

«> 0пъ нращат^яывш скорость, мгвовевн^ш ось и кра'р^йпгое раз- 
е|мше .10Ч&9 тЪла до мгаовенний оси оуть три ^даимно нерпен-'. 
дмЕулдрння вапрапюнхЛ) раополояюшм другь 1б'(Вбсн9елБ&Ь друга 
1;акже, вакъ располр,жен;Б1 црло^китаьдая, 9(д9Х„Уц^:но отно- 
шешю другъ БЪ другу; если предсшавцт с^гь,, шо, Ц9115людог 
тель стоить ногами въ Ю, головою по направлеигю мгнювен- 
пои оси и смотришь на какую либо точку Ш твердагопньлау 
то увидимъу что вращательная скорость этой точки напра- 
влена слпва на право- Монащравлтг$д4сомсры^госк6ут^чнаго 
деиженгя солнца (черт. 42). 

Угловую скорость' квобраа^ютъ длмо», заключающею въ се(№ 
етолько единнцъ длины и частей ея, сколько въ угловой скорости 
«^]р?аА1;^ едднид,ъ ^гдозо* р^о^тц и .ч^е|::йэ.; .ЩпАШЩ 

будемъ предполагать, что угловая ск9|орть;. иэд0|)А19(е|^, ^7^Щ^\ 
образомъ и подъ направ.%енгемъ угловой скорости буденъ под- 
разумевать направл^н1е игновеннаО^ ^ц, ташь что угловой скорости 
>н будеиъ приписЕ1|зать величину и направлете, обозначая то 
#*::ДЙУ^^? внакрчъ а, или др. ' ^ '" 



Если угловая скорость 2 = |/Р^ + ^^ + В^ изображена та- 
шмъ образоиъ, то равенства (^^^ИМ ' ' 

Р = а С08 (аХ) й,=^ (|{ С9^ (ед Д ^ «СОЙ ш;) .;к . .и 410.1^ 
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показываотъ, «гто Р, ^ и д можно разематривать какъ проэк- 
цги угловой скорости на оси координатъ X, У, 2!; такъ каЕъ 
Р, ^ и Л ии*ютъ тЬ же ивмфрешя что и а, 1*0 это суть угло- 
вая скорости н'Ькоторыхъ вращен]й вокругъ этихъ осей; въ глав'Ь 
о собдинен1и ДВИЖ6Н1Й мы покажемъ, что ато суть д'бйствгтельно 
угловня скорости т^Ьхъ частей полнаго вращательнаго движен1Я, 
на которая 000 можетъ быть разложено, или изъ которыхъ онб» 
можетъ быть составлено. 

Длина ^ есть д1агональ параллелопинеда, ^бра. котофАго суть 
длины Р, ^^ В. 

Изображая угловыя скорости длинами, мы не должны однако 
забывать, что оя'Ь измеряются не единицами длины, но единицами 
угловой скорости, подобно тому кавъ линейный скоровти^ также 
изображаемая длинами, изм^крлюхея своею единицев. 

§ 21. Внракешя Р, ^, В въ функщяхъ ф,ж, э11 
йхъ произБодныхъ по времени. 

Для составлены зтихъ выражен1й мы поступимъ сл'Ьдующимъ 
образомъ. 

Бсл&дств1е неподвижности точки Ю: 

ъ"^^ -ж—^ -Ж"^^' 

помгау проавшк вращательной скорости какой либо точки твер- 
дадо тйЛа на оси координатъ X, У, 2, могутъ быть предестав- 
леоы сл'Ьдующмъ образожъ: 



пользуясь яе В8ра«ен!яии (96), мы волучякъ: 



(1^2) 



— 93 — 



^^^^ = (а; - хк.) Е-{е-л„)Р 



. . . . (103) 



Эти равенства мн прин'Ьвияъ къ тремъ точкамъ твердаго т'Ьла: 
^Ё№ 1-й, 2-й, 3-й. Точка № 1-й находится на оси Е въ разстоя- 
шн рюногь единице отъ точки Ю, № 2-й на оси Г и 1ё 3-й на 
оси 2, также въ ра8стояв1и равноиъ еднниц'Ь отъ той х« точки; 
отвосительння и абсолютный координаты этихъ точекъ сл4дующ1я: 





№ 


1-й 






№ 2-Й 






№ 3-й 


ь 


-1, 


41 = 0, 


С1 


-ое,- 


О,!},-!, 


с> 


-05, 


= 0,т)»-0,С» 


з^- 


= х„ 


+ ^ 




а%8 = 


--^ю •{•?■» 




Ха 


=л'»^-V, 


Ух 


У^ 


+ Ч 




Уг = 


= У«) + Н* 




Уь 


— Ую + ^^. 


^ 


= г„ 


+ х. 




^3 = 


-^ю + [^» 




г% 


— ^К. + V,. 



= 1 



Подставивъ въ равенетва (103) координаты этихъ точевъ, мн 
получихъ ел'Ьд;ющ1д равенства: 

-^ — (^^п—Шу... (а); -з5^= в^А, — Д|1у . . . (й); 



е1^ 



= ^У, — В^у...{д) 



а\^ 



аг 






Йч 



(И 



8 = ^ВVx — Ру, ... (А) 



. . .(104) 






РК -Я^--' (с); ^='РV^у-^Vx..^ (/•); 



Л^г 



сИ 



= РУу — ^Уа; . , . (г 



Бозьиемъ теперь производныя по I отъ равенства (55}: 
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Отсюда, орн п|)П)ЩИ равонствъ (104 г), (53) (54) ны получикъ: 

■ 1 ; — 81П Ф^'=^ ^*Vу -^- О^х =*= «1в ф (Рет ж — ^сов ж); 



по сокращевш яб на Мв ?: 






.< 



^еовж^--^Р:шж. ; -л- . ^ (105) 



Возьйенъ дал'Ь» проязбодя^ю не { отъ об^Ьигь чаете! равенства 
(&2),'' шиунвмъ: • и : •■ . . . .. 1 N. • 

Ж = созз^зша -^ + 8шз5 С08 э^; 

с^•друМЙ «тор(^Н11 длЬ^ йре«8Ьодно8 отъ (д/^^й^ *мН'Ум*емъ ^^ругов 
внражен1е:' (104 /); подставивъ въ него вм^Ьсто {х^, и ^у втаражевш 
(50) и (51)9тихъ Ео^^Ьнусовъ 9г трШ!'оно1Гетрическиш фунЕщягк 
угловъ ф^^"^ ж и ь и приравнявъ другь Другу два Полунины» 

^радеШ; ди, -^л;;11ы .роду1?1ЦТ| .^%^т^ щ^^цтщ 



1 . 1 



I I 



1 I ■ > '. 1 I ' ' • 



С08 ф^тЭ-^ + 8Ш р5 С08 9 ^ = Рр.^ — ^\^'x = 

\ ^ ■}, ^ ,,./]. \ ,. I . . , V • , 

= (РС08 О/д-^- ^ 8Ш ж) С08 9 + (^ С08 (Ж? — РзШ ж) 81П 9 С08 ф, 

; и.^ ... N ■ 

Подставивъ ^юда вместо производной отъ ^ по ^ вырахеше ея (105) 

ц произведя ^ нй$(||!е1кащ1 л ^^окра'щшя, ш ^1Ьлучимъ:' 



' 81П35^=Ь Рсо§^ + ^Шлс, . • . (106) 

I 

Р4шивъ!равенства (105) и '(106) относительно Р и ^, йк 
получимъ слфдующ1я внражещя для этикъ ^еличжвъ: 

\ Р= со8а^зш^|-.8щ;?<г|^^ .. . .,^. .. (107) 

^ = 8Ш<Ж?8т5б-^ + С05(Ж?-^ (108) 
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Бозыежъ равенство (104 Д), аавгКнинъ въ немъ Р тблько что 
подученнымъ внражешбмъ (107), а ви'Ьсто косинусовъ у^ у^ у^ под- 
ставимъ ихъ внражен1Д въ функц1яхъ угловъ ф ж ж; получинъ: 

• ■ 

^Ву^ = 1? 8Ш 5^ С08 (Ж? =: -^ |- Р\/^»=С08й58тЛ1С-^ 4- 
+ 8Ш5&€08Яв-2|^ -ЬсО8^С0вЛС8111^-^'-^С08'$р8тЛС-^; 

■ 

• * 

оттуда: 

Если известны функцхя, вырали1,ющ1я законъ изм1нен1я угловъ 
фу ж т э ^ь течен1емъ времени, то внрахешд (107), (108) и 
(109) дают^ р, ^, н Е для каждаго манента вреконм; а!Ьдо- 
ватвльно, 1ы им^емъ возкожвость ооред^Ьлить въ мждвк хоменп 
напранлев1е мгновенной оси въ пространств! и величину угловой 
скорости вращающагося т'Ьла. 

Такъ, въ прим']^р'Ь 15'Мъ: 

ф = а^ Ж^=^ аЛу Э ^= <1)1^, 

тх^ а> и ш^ суть дв']Ь иостоянныя ведич[ИЕы. 
Зд*сь ... 

€1ф л <^ ^9 



! 



а потому: 

Р = ш^8шасо8«и^; ^:з(ш, шаатоц^; Л«ь 014:008 я +<л, 



то ест^ проэшА.уповод ско|к>ати на ось ^тшЬеагь посходяную велимну, 
равно какъ и продкц1я ея: 



.>*■ *^ ^ 



1/р» + ^» = ш, ЙП а 
на шоскость ХУ; по этому вся угловая скорость постоянна: 



й = V ш'^ -{-^ 2<«>1<|> С08 л 4*" ^' 
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и составдяеть съ осью 2» постоянный угодъ, косинусъ котораго равенъ: 

/О гж\ <«)4 совв + <1> 

С08 (2,^) = - * д ■ 
а синусъ его: 

8ш(^,^)=:~^2 — 

Мгновенная , ось непрерывно иви^ндегь свое направлен1е, описывая 
пряной конусъ, ось котораго совпадаетъ съ осью X, а производящ1я со- 
ставлдютъ съ нею постоянный уголь; плоскость, проведенная черезъ мгно- 
венную ось и ось Д вращается вокругъ оси 2 равнои^^рно съ угловою 

скоростью О). 

Движете, разсматриваемое въ этомъ прим']^р^, совершается твердынь 
т^омъ, масса котораго расположена симметрично по отношешю къ оси 
202, если неподвижная точка Ю есть центръ инерщи (центръ тяжести) и 
въ нему неприложено никакихъ силъ, но оно вращается по1Шерц1и всл'Ъд- 
СТП6 однажды сообщеннаю ему толчка; кром'1^ того такое ткю можегь 
принять подобное же двшкеше при дМствш на него онлъ* подчинедныхъ 
н'^^которымъ услов1ямъ; мы будемъ н']^сколько разъ возвращаться щ этому 
примеру и въ своемъ м^ст*! упомянемъ о н']^которыхъ случаяхъ движешй 
этого рода. 

Изъ полученныхъ выражешй (107), (108) и (109) мы соста- 
вииъ следующее внражеше для величины угловой сЕорости: 



е = У^Т + (ас')' + (эТ + 2э'^' со^ф . .. (110) 
гд4 

^ "~ Ж' ^ ~ "Ж' ^ ~'ар 

кром! < ТОГО) если принять во шмаше, что: 

С08 (Х2) = Уд. = зт ф С08 ж, соз ( У2) = Уу = вш ф соз Ж] 
С08 (22) = С08 ф; С08 (NX) = — 8ш ал?; со8 (КУ) = сов ж, 

гд4 ]У есть направлен1е, означенное на чертеж'Ь, пом'Ьщенножъ 
на стр. 55, то выражен1я для Р, ^ и ^г иогутъ быть представ- 
лены въ сл:Ьдующеиъ видФ: . 






' I 



ч \ 



..(111) 
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9сов(еХ) = Р = д'со8(2Х) + (^'с^8(^VX) 

аш{9У) — ^- 9'со8(ау) + Ф'со8{КУ) 

а сов(йг) « л « а' (508(2^) + ж' 

Величины ф\ (Ж^ жд^ ии^^ютъ изн'Ьрешя угловыхъ скоростей 
и, какъ увидииъ ниже, действительно суть угловня сворости2|трегь 
вращательнвхъ движевхй, изъ воторнхъ разсиатриваеиое враща- 
тельное движете можетъ быть составлено; если изобразинъ эти{угло- 
вня скорости ЛИН1ЯМИ отложеныии: ф^ — по направлешю ЛО]У, ж' — 
по оси Юг'ж^ — пооси^02, то фориулы(111)покажутъ?намъ, 
что супа проэкщй на которую либо изъ осей координатъ лишй 
ф\ ж^ ш 9' равняется проавщн на ту же ось угловой скорости[&; 
а наиъ изв'Ьстно, что это означаетъ, что лин1и 2, ф\ ж' и э' 
им'бютъ так1Я величины и направлешя^ что изъ лия1й равныхъ 
и паралленьныхъ ииъ иожно построить замкнутый четыреугольнив'Ь; 
или, если мы построииъ паралеллопипедъ, одна вершина вотораго 
будетъ въ точк* Ю, а три ребра будутъ совпадать съ ф\ ж^ и э\ 
то дхагональ его Юо (черт. 43) будетъ совпадать съ угловою 
скоростью 2 по величин'^ и направлешю. 

Фориу ла (110) выражаетъ , что 2 равняется длинЪ этой дхагонал и. 

При построен1И реберъ этого паралеллопипеда' надо откладывать 
линш ф^ ж^ и э^ по направлен1ямъ ЮК^ Ют! и Ю2, если эти 
производный ин'Ьютъ положительный величины; если же которая 
либо изъ нихъ их'Ьетъ отрицательную ведрчину, то изображаю- 
щую ее длину надо отложить по отрицательному продолжешю со- 
отв'Ьтственнаго направлешя или оси. 

Производный или угловыя скорости ф^ и ж' называются: пер- 
вая — нутацгею^ вторая — прецессьею оси ЮЪ\ нутац1я называется 
положительною^; . если уголъ ф всд'Ьдствхе ея увеличивается, то 
есть если ^'>0; прецессхя называется положительною, когда (и^>0. 
Эти назвашя прим'Ьняются преииущественно тогда, когда говорятъ 
о вращательномъ движен1и такого т'Ьла, насса котораго располо- 
жена сииметрично по отношен1ю къ оси Ю2; тогда называютъ 
угловую скорость э^ — угловою скоростью вращешя т-Ьла вокругъ 
его оси сиинетр1и. 
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Въ прйвеДенномъ вышво^жк^рЪ 1^-]1ъ вр«щвпе гЬяа вокрутъ 
своей оси спйетри осшровол^цаетея только креЦьшЛу вутацш же 
н4Ьтъ; поатому угловая сбо|»ость й есть д\агон9ЛЬ ооралеллограмна, 
цостроеннаго на угл(»ой скорости а', изображенной длиною отло- 
женною по оси 2, и на дрецессш ж', изображенной длиною отло- 
женною по оси 2^ Разсиатривад вращательное движеше этого при- 
нфра, ны видели, что жгновеннад ось, равном^^рно перемещаясь, 
описнв^тъ въ пространстве пряной круговой конусъ; вообще говоря, 
при вращательноиъ движетаи тЪла вокругъ неподвижной точки 
кгновеннад ось непрерывно ивиеняетъ свое положеше въ простран- 
стве, описывая некоторую коническую поверхность; непрерцвность 
измФнешя положен1я мгновенной оси означаетъ, что уголъ между 
положенхяш мгновенной оси въ начале и конце беаконечно ма- 
лаго промежутка времени — безконечно малъ; впрочемъ мнслимн 
и так1я вращательный движешя, при которыхъ мгновенная ось 
изменяетъ свое полоасенхе на конечный уголъ въ теченш безконечно 
малаго промежутка времени; объ зтомъ будетъ упомянуто ниже. 

Чтобы составить уравнеше конической поверхности, описы- 
ваемой положен1Ями мгновенной оси въ оространстве, мы должны 
будемъ положить: 

'о ^0 'о 

въ равенствахъ (107), (108) и (109) и затемъ исключить изъ 
нихъ { и Го; результатъ исключешя будетъ уравнеше конической 
поверхности, описываемой мгновенною осью въ пространстве. 

Мы сдЁ1аемъ это -въ прим^ненш къ прим-^^ру 16-му, въ Еоторохъ: 
огЬдоватехьфо Р, <^ я Д лщааятсл зкЬвъ тллъ: 

* I 

причеиъ 
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Ди юто, тго(№ составить ур1авнев1е конической поверхности, ян по- 
хаожшгь пос1{|днее равенство на »' н придахпъ ему сгЬдующ1й видь; 

Э" + (э' С08 ф)Чё'а = - 9>ф' 8Ш 55 % « 

затЬмъ исключимъ изъ него и изъ трехъ нижесл']^ук>щшсъ равенствъ вет- 
чины д', ^ и функщн угла ф% 

Тогда подучимъ: 



Это и есть уравцен1е сказанной конической поверхности. 

Твердое т'кло, вращающееся какъ указано въ этомъ при]|']^р^, дви- 
жется такииъ образомъ, что ось Ю7^ остается въ плоскости ЕЮХ, а ось 
ЯМ остается въ плоскости, преходящей' черезъ ось Ю2 и составляющей 
уголъ а съ плоскостью 2Ю^ (черт. 44). Такое движете совершаетъ 
•одна изъ частей сочленен1я, служащаго для передачи вращательнаго дви- 
жен!я съ одного вала на другой, если оси этихъ валоръ пересекаются 
въ одной точк*]^ и наклонены другъ къ другу подъ тупымъ углоиъ, вели- 
чину котораго приходится изменять смотря по обстоятельствамъ; это со- 
членен1е называется универсальнымъ или Кардановымъ сочленешемъ или 
шарниромъ Гун^а (одни приписываютъ изобр'1тен1е его Кардану, другхе 
Туку (Нооке, 1674). 

Передача вращен1я отъ одного вала Л другому В производится че- 
резъ посредство самаго шарнира аЬаЪ' (черт. 45 и 46) — твердаго т^ла 
крестообразнаго вида, крестовины котораго аа^ и Ы/ взаимно перпен* 
дикулярны; концы крестовинъ нмеютъ форму круглыхъ шиповъ, вложен- 
ныхъ въ круглый же гн']^да 2, С, 2, ё двухъ вилокъ: одной 2аС наглухо 
лрид'кханной къ валу Л^ другой 2р$— наглухо приделанной къ валу В; 
вилки эти устроены такимъ образомъ, что лишя 2С перпендикулярна къ 
-оси А, а лишя 2Е— къ оси В и какъ эти лин1и, такъ и оси Л, В пере- 
секаются въ одной точке. Бели оси Л Е В будутъ иметь какое либо 
определенное наиравленге, причеиъ будутъ составлять тупой уголъ одна 
<!Ъ другою, и мы будемъ вращать вилку 2(кС вокругъ оси Д то черезъ 
посредство шарнира аЬаЪ' будетъ вращаться и вилка 5р$, вместе е! 
валомъ В, вокругъ оси последняго; приэтомъ лин1я 2Е будетъ оставаться 
в'ь плоскости кругла перпендикулярнаго къ оси вала В, а лишя 2С въ 
плоскости круга перпендикулярнаго къ оси вала Л; уголъ между плоско- 
^ями этихъ круговъ (уголъ в) равенъ дополнешю до 180^ тупаго угла, 
образуемаго осями валовъ Л к В, 

7* 
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Однако передача вращени черевъ Гуковъ шарвцръ соаровождаетса 
взн'1^нешемъ угловой скорости, . то есть, есди угдовая скорость вада Л 
будетъ постоянна, то угдовая скорость вада В будетъ переи'^Ьннаа; въ 
самомъ Д'к!']^, угдовая скорость вала Л есть, очевидно, не что иное какъ 
(— $б')» угдовая же скорость вада В есть <р', гд* <рг=:(^'2), то есть угду 
между осями ^ и 5; но ддя сфернческаго * треугодьннва 2^25 (черт. 44), 
въ которомъ: дуги 

^'25=(^, 2а=|, ^'2=?, 
а угды 

мы им'Ёемъ равенства: 

&1Пу=;=^^^, СОВ<Р = — 8Ш5&С08Э; 

взявъ производную отъ перваго изъ нихъ по времени и разд']Ьдивъ на 
второе, подучимъ: 



со' — — 



8та8ш^' 



въ свою же очередь э^ выражается въ ф' какъ вид^ди выше, сд^^дую- 
щимъ образомъ: 



В1йфЬ^а 



.1 8шуь{$а ^( 



а поэтому: 



^. С08а(1 + С08'^8*а) 



ИДИ 



9'__С08Ч 

^~~С08а' 

отсюда видно, что при достоянной угдорой скорости ф\ угдовая скорость 
ср' цзм^^няетс^ съ изм']^ен1эмъ угла 9\ валъ В будетъ им^Ьть наибольшую 
угловую скорость: 

_^ 

СОЗа. 

при 0=7г иди -^ и наименьшу^о угдрвую скорость: 0'соза при #=^0 

иди г. •( 



— 101 — 

Кошиескаа поцерхность, оннсываехая мгновенною оеью въ дросхрао» 
ств^, есть эх1иптичесв1Й конусъ, ось котораго находится въ пдоскостк 

ЮУ (черт. 44) и составляетъ уголъ —4-^ съ осью X' и угодъ ^ съ 

ось У; въ самомъ Д'кк^^, если, оставивъ ту же ось 2?^ жа. отнесеиъ во» 

яусъкъ новой оси X, составляющей уголъ -^ с^ прежнею, и къ новой оси 



Уу совпадающей съ осью конуса, и, означивъ черезъ х V^ у координаты 
относительно этихъ новыхъ осей, сд1лаемъ подстановку: 



X 



» Х^Щ — уЙ»!»; У^<С 8Ш I + усо8| 



въ полученномъ выше уравнеши конической поверхности, то оно приметь 



такой видь: 



2 3^1 Я 1*2^ 



который повазываетъ нанъ, что с^чеше конуса плоскостью перпендику- 
лярною къ новой оси У есть эдлинсъ съ полуосями у 1^^ въ плосвостк 

ХУ и увт-х^г сова въ плоскости У2^\ последняя полуось мен-Ъе первой 



въ отношети: 



а 



/ 



С08у1/ сова. 



Половина отверспя наибольшаго с^чен1я конуса черезъ его ось равна ^ и 
ооловина отверст1я наименьшаго С']^чен1я равна 

агс18 (зш ^ у^С08а V 

На черт. 44 изображена кривая лин1Я перес^ченгя этого конуса со сферою 
рад1уса равнаго единиц'^; значеше другаго конуса, объемлющаго, будетъ 
объяснено ниже. 

§ 28. ПроэБЩЕ вращательных^ скоросте& на оси коор- 
динатъ неизм'Ьнно связанння съ твердыкъ т110мъ. 

Для того чтобн составить внражеюе нроэвщ! скорости № на ось 
2, надо поиножить первое изъ равенствъ (93) на 1^^ второе на 
Лу9 третье на х^ и по неремножен!! сложить; яолучииъ: 
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Л {С08 (ШХ) С08 (2Х) + С08 (»У) С06 (Е У) + 008 (р2) С08 (8^) = 



или 



= а1 + Г17) + 2С« 



\о С08 (»Е) = а5 + г^т^ + з'С. 



Если бы иы поступили съ уравненшии (93) подобныиъ же обра- 
зонъ посл^Ь перемножен1я ихъ, не на Х«, Ху, X,, но на [1«, (^у, |Хд, то^ 
получили бы второе из^ НЕжецрив^еаннхъ равеиствъ (112), а^ 
если бы помножили на ^^^ Уу, у,, то получили бы третье изъ нихъ: 



Ш С08 (ШЕ) = а? + Гг-ц + {С 
Ь) сов(шг) = ге + бт] +2)1С 

» С08(п 2)= дхЕ +2>Т1 + сС 



(112) 



Зд^сь а, 2), с,р^р1, 9, ^, г, Г1 им'кютъ сл'ЬдуЮЩ])» зиачешя: 



а = 



Ь = 



X — 4- X 
Л<е ^^ -»- Л 












сГ>а! 



С = У.-т^+ у 



+ V, 



С[^х 



(^Vу 



1> = 



V. ,. + Уу ^^ -^ ^Е ^1 



д,\^'X 



сИ 



^ С1'*Х 



3 = ^« 



а^ 



^ ^у (И ^ ^' аг 



ЙХ 



X 



^х 



сИ 



+ 



сП^ 



у., 



у 



у аг 



+ \^^ 






(ИЗ) 



« • I < 
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Взявъ произвдднш по^отъ равенвтвъ (56)) кы наХдеиъ, ч^о 
а, Ь, с равны нулю; вздвъ хе нроизводныя отъ равенетвъ (57 ), 
нн найдеиъ, что: 

а потому про9КЦ1д вращателыохъ скороетев точекъ твердаго т'Ьда 
на ОСЕ Боординатъ, неизм'Ьнно ^евдзанц[Е1Я съ нимъ, выражаются 
сл'Ьдующими формулами: 



Й) С08 (№2) = дС — Г1Г1 

й) С08 (»Г) = г5 — рС 
Ш С08 (шЯ) ^рц-^ ^^ 



(114) 



§ 29. Проакцш угловой СЕорости на осе коордннахъ 
неизм1&нно связанння съ тверднмъ т^^ломъ. Аксоиды 
мгновенныхъ осей. ! 

Тавъ какъ равенства (114) вполн1^ подобны равенствамъ (96), 
то изъ нихъ мы внведемъ нодобнынъ же образонъ вакъ и изъ т1Ь^' 

что уравнен!я мгновенной оси въ относительныхъ воордя- 
натахъ суть: 



ш что величина угловой екорости равна 



(115) 



Для того, чтобы убедиться въ тождественности этой мгновенной 
оси и этой угловой скорости съ т1ми, Боторыя опред&[яются величи- 
нами Р, ^, и В, мы выведемъ соотношеше между Р, ^^ Втр^ ъ ^* 

Въ равенствахъ (113) мы зам']^нимъ нроизводныя отъ коси- 
нусовъ ихъ выражен1лми (104), вслЪдствхе чего первое изъ этихъ 
равенетвъ ,получитъ слЬдующай видъ: 



/ 
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въ салу ж» рамнствъ (вО) мя отсюда получю: 

Такннъ обрааогь жн пожучюгь едЪдующ14 равенства 

^ = Р^^»+^\}^+ВV^.\ (116) 

Вфторм внрахаютъ, что: 

р = Осов(ЯЕ)\ д=есо8(ОГ); г =9008 (92), . . (117) 

а отсюда елЪдуетъ, что: 



СхЪдрватедьно р^ ^^ г суть про9кц1И угловой скорости 9 на оси 
2, Гу 2 неизменно связанння съ вращающимся твердниъ т'клоиъ. 
Понятно, что Р, ^, в могутъ быть выражены въ р, ^у г тааииъ 
образоиъ 



Р=РК + д^-х + гу^ 



(118) 



Въ параграфЬ 27-иъ быю показано, что длины, изобраакаю- 
Щ1Я угдовыя скорости Я^ф^,ж\э\ им'Ьютъ так1Я величины и на- 
правлен1я, что изъ длинъ равныхъ и параллельныхъ инъ можно 
составить замкнутый четыреугольникъ; изъ зтого слЪдуетъ, что 
проэкц1я 9 на всякое направлеше равна суа'Ь прозкцШ на то же 
направлеше длинъ ф^ ^ж\ э'] провктируя зтн длины на направлешя 
осей 2, Т, 2 и ии'Ья въ виду, что ф^ направлена по ^, ж'— по 
2у а а'— по 2, мы получимъ: 
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^ — Ж' С08 (2,Г) -{-ф С08 (^У,Г) 



если же принять во внянаше, что: 



С08 (^,Е) «= — %тф С08 9\ С08 {2уС) = 81П ^81П 9 
сов (ЛГ,3) = 81П Э, С08 (-АТ^Т) = С08 д, 

то получихъ слФдующи внражешя ороакцИ угловой скорост1на 
оси коордянатъ, неизх'Ьнно свяванння съ твердынь т'Ьломъ, въ 
фувщихъ угловъ ф^ ЖуЭ ж ихъ пронзводннхъ по вреневя: 



^) = — ж^ Апф соьд+ф^%т э 

3 = ж' 81П^ 81119 + ^' С08Э 

Г = »с' С08 5|5 + э' 



(119) 



Бро11к ве11хг атяхъ внражешй я форнулъ, которня понадобятся 
иаяъу кавъ въ вянежатячесЕо! части, такъ и въ динаиив'Ь твердаго 
тЬла, наяъ надобны будутъ выражен1я производныхъ по вреиени отъ 
коеинусовъ х«, |а«, . . . . V, въ фун]Щ1яхъ величинъ р, $, г; эти 
выражбН1Я получатся изъ равенствъ (104), если заж'Ьнииъ въ нихъ 
Ру Я у В ихъ выражен1яии въ р^^у^ (118) и загЬиъ восполь- 
зуемся равенствами (60); тогда получимъ: 



сГКх €1[>-х 



аь 






^г=г»1у-(^у;^«=рУу_гХу; ^ = 2>^-р^у; I . (120) 






а^'ж \ а^м \ 



аг 



Беля изв1Ьстны функцги^ внражаюпця завонъ изн1^нешя угловъ 
фуЖ^^ еь течея1ежъ времени, то внражешя (119) даптъ]р, ^,^ 
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для каждаго момента времени; аФдовательмо мн им'Ьемъ возмож- 
ность опред'Ьлить въ каждый моментъ времени направленхе мгно- 
венной оси по отношен1ю къ осямъ 2^ Т, 2, то есть положеше ея 
внутри самаго движущагося т'Ьла. 

Такъ, въ при1г]^р'Ь 15-иъ, гд-Ь д5' = о, ^^ = ш, э' = (а^: 

р= — ш аш а С08 (1>1<; д' = ш 6Ш а вШ а)1<; Г = (о608а + а)1, 

то есть цроэкщя угловой скороетн на ось 2 их'Ьетъ постоянную вели^Еву» 
равно какъ и проэкц1я ея: 



« I ■ ч 



1/р*+2* = <|)8та 

на плоскость 21*; поэтому угловая скорость постоянна (кавъ было уже по- 
казано при разсмотр']^шя этого прим']^ра въ § 27); она составляетъ съ осю 
2 постоянные уголъ, косинусъ и синусъ котораго равнн: 



а такъ дакъ 2 8Ш {^2') = «^зша и притомъ а = (2%) то; 

8Ь(2'2)_81П(220__8т(Й2) ' 



2 ш^ ш 



(121) 



Эти равенства означаютъ, что длины, изображающая . угловыя скорости 
ш, ш^, ^, им'^^ютъ ташя величины и наиравлешя, что, изъ лин1Й равныхъ и 
параллельныхъ имъ, можно построить замкнутый треугольникъ, въ кото- 
ромъ длинамъ ш, ш^ ^ противолежать углы: 22, й2'1 ^'2; сл^до^тельоо, 
если мы по оси 2^ отъ точки Ю отложимъ длину Юа (черт. 47), изобра- 
жающую угловую скорость <1>, изъ точки й проведемъ длину ИЛ равную 
и параллельную длин^ Юа^^ отложенной отъ точки Ю по оси 2 и изобра- 
жающей угловую скорость Ш}, то, соединивъ точку Ю съ точкою Л^ полу- 
чимъ длину ЮЛу изображающую величину и направлен1е угловой скорости 
Й; это означаетъ также, что ЮА = ^ есть даагональ параллелограмма, по- 
строеннаго на сторонахъ Юа = <о и Юа^ = «о^, какъ и было доказано уже 
въ параграф-Ь 27-мъ. 

Мы уже знаемъ, что мгновенная ось въ двнженга этого примера не- 
пр^ывно изм'Ьнябтъ свое положеше въ проспранств'Ь, при^емъ описывает!^ 



\ 
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вокругъ оси 2, п{М1нод вонусъ, производадцд котораго наклонены къ оси 
подъ постоднныиъ угдонъ: (^2); теперь, внраакевш р, <г и г доБазывають^ 
что мгновенная ось непрерывно взм'Ьнябтъ свое подожеше также и внутри 
^гвердаго т^да, ониснвая внутри его другой круговой конусъ, производядца 
котораго составдяютъ съ осью 2 постоянный утодъ (02); плоскость* про* 
веденная черезъ ось 2 и мгновенную ось (и заключающая въ се6']Ь такжо 
ось 2» % составляетъ съ осью 3 уголъ п — 9 := л — ш^^; она вращается внутри 
т^ла вокругь оси 2 съ угловой скоростью ( -^ ш,) или вокругъ продолжвв1Я 
оси 2 съ угловой скоростью ш^, 

Такъ какъ эти конусы воспроизводятся положешяни мгновенное 
оси въ пространств1^ и внутри движущагося тФла, то ихъ называютъ 
осевыми поверхностями или акеоидами (ахоМеа). Одинъ иаъ нихъ^ 
акс(ПФдъ неподвижный^ такъ екавать вычерчивается ег прострой^ 
етвгь мгновенною осью, непр^ывно изменяющею евое положеше въ 
пространств'^; другой — аксоидъ подвижный^ движется вм^ст* съ 
твердымъ т'Ьломъ, съ которымъ онъ неизифнно связанъ, и вычер* 
чивается въ тгьлгь мгновенною осью, непрерывно изменяющею свое 
доложбН1е въ т^ле или по отношен1ю къ осямъ г, Г, 2. Таше 
авсоиды вычерчиваются мгновенною ' осью во всявомъ вращатель- 
номъ движеши твердаго т^ла, а въ примере 15-мъ они суть 
прямыя круговня коничеок1я поверхности, вакъсюзано выше. 

Въ этомъ параграфе мы ограничимся разсмотрешемъ взаим- 
наго положен!я авсоидовъ для вращательныхъ движен1й твердаго 
тела, приведенныхъ въ примере 15*-мъ. 

Такъ какъ въ этихъ случаяхъ аксоиды суть круговые конусы и уголъ 
а = (^272) (черт. 47) между осями ихъ р^венъ суиие угловъ р = (-^'^) 
и (а — ^) = (22), подъ которыми производящ1Я конусовъ наклонены къ 
своинъ осямъ, и такое соотношеше между этими углами существуеть во 
ВСЯК1Й моментъ движен1я твердаго гкга, то мы вправе заключить, что^ 
во всяшй [моментъ движешя, подввжный аксоидъ касается неподвижиаго 
по ЛИН1И, служащей мгновенною осью вращающемуся т^лу въ разсматри-» 
ваемый моменгь. 

Изъ этого следуетъ, ;что движете, совершаемое подвижнымъ аксои-*^ 
домъ вм%сг]Ь съ твердымъ т'Ьломъ, вращающимся какъ указано въ этомъ 
примере, есть равном'Ьрное катанге, безъ скольжен1я, по поверхности 
неподвижиаго аксоида; чтобы виолнгЬ убедиться въ этомъ, мы будемъ раз^ 
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сматривать вм'куго сапихъ акеоидовь -— круги, по которнмъ эти аксоиди 
пересекаются сферою, им'Ьющею центръ въ точк'Ь Ю (чертежи 47 и 48) 
и рад1усъ равный единице. Крутъ неподввжнаго аксоида самъ неподвиженъ, 
ви'Ьетъ центръ на оси 2' в радаусъ его равевъ вш^: кругъ подвижнато 
аксоида ии^етъ центръ на оси 2 и радаусъ равный 81п («-— Р); оба кру- 
га касаются другъ друга въ той точк^ въ которой сферу перее^каетъ 
мгновенная ось. Равсмотримъ два подожен1я подвижнаго круга: одно въ 
моменгь ^1, когда подвижный кругъ касается иелодвижнаго въ то«ск^ Л^ 
(черт. 48), а ось 2 находится въ положен1И 2,, другое подожсше въ мо- 

I 

ментъ ^3, когда подвижный кругъ касается неподвижнаго въ точк'Ь Л,; 
та же точка подвижнаго круга, которая въ моментъ ^^ была въ положе- 
Н1И А^, находится вг моментъ ^^ въ положенш Л'^. Легко показать, что 
дуга АзЛ\ равна дуг^ А,А^; въ самомъ д^Ш: въ течевш времени (^3—^1) 
плоскость, проходящая черевъ оси ^?' и 2 и заключающая мгновенную) 
ось, поворачивается въ пространств']^ н# уголъ равный а> {1^—1)^ а это и 
есть уголъ А1^Аа, поэтому: 

дуга Л1Д2 = О) (*2-*-<1)8т Р; 

съ другой стороны, уголъ, на который поворачивается въ течеши того же 
времени таже плоскость внутри твердаго т'Ьла, равенъ ^^\^2 — ^), а это 
есть уголъ А\Ъ^„ поэтому: 

дуга А'хАз = Ш1 {и ~* к) 81В (а — э); 

изъ равенствъ же (121) сл-Ьдуетъ, что: 

О) 8Ш р = 0)1 81П ( а -^ р), 
поэтому: 

дуга Л'хАа = дуг* Л1Л2. 

Такъ какъ. пойБазаниое справедливо для всяваго промежутка времени 
(^8 —^1), какъ бы малъ или великъ онъ ни былъ, то движете подвиж- 
наго круга есть ни что иное, какъ каташе его, безъ скольжешя, по кру- 
гу неподюжному. 

Движешя, опред'1^ляемыя въ прим'Ьр'Ь 15-мъ, могутъ разнообразиться 
тЬмъ, что углы а, ^ и (а— Р) могутъ быть острыми или тупыми: 

1) На чертежахъ 47 и 48 изображены аскоиды для т^хъ случаевъ» 
когда всЬ три угла а, ^, (а — р) острые. Такое вращательное движеше 
еовершаетъ удлиненное гЬло вращешя однородной плотности, вращаясь 
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ло ивер|Ц1И воЕругь своего центра тяжести, причемъ ось симкехр!! гкка 
соввадаетъ съ осью 2. 

2) Если уголъ (а— Р) равенъ прямому, то подвижный аксшдъ обратится 
въ плоскость (черт. 49), которая, нм^^ точку Ю неподвижною, катится безъ 
скольжен1я по неподвижному конусу; въ этомъ случа*]^ равенства (121) при- 
муть сд'Ъдуюпий видъ: 

а)^ = а)8Шр; й = а)С08р. 

Такое движен1е совершаетъ круглый дискъ, опирающ1йся своимъ цен- 
тромъ в а шпиль С/О, поставленный на горизонтальной плоскости, когда 
онъ катается по этой плоскости безъ скольжешя; наблюдатель, смотря* 
щ1й сверху на движупцйся такимъ образомъ дискъ, увидитъ, что точка 
В (черт. 49 и 58) прикосновен1я диска къ горизонтальной плоскости пе* 
рем^щается въ сторону означенную оперенною стр'Ьлкою по окружно- 
сти ВВ^В^ (черт. 53), им'1&ющей центръ въ точк^ С, причемъ радаусъ 
векторъ СВ им^етъ угловую скорость ш вокругь оси СЮ^*; кром^ тога 
наблюдателю будетъ казаться, что дискъ поворачивается въ своей пло» 
скости въ ту же сторону, такъ что, по совершен1и точкою прикосновен1я 
диска съ плоскостью одного полнаго оборота по окружности ВВ^В^^ ра* 
даусъ векторъ ЮВ диска приметь положеше ЮВ!^ по совершети двухъ 
оборотовъ-положеше ЮИ* и т. д. 

Это кажущееся вращеяте диска въ своей плоскости, совершающееся 
въ сторону противоположную вращетю диска вокругь его оси симмет* 
рм ВМ (совершающемуся съ угловою скоростью ш^ въ сторону, озна- 
ченную на черт. 53 неоперенными стр1и[ками), объясняется разностью 
угловыхъ скоростей ш и Ш}, или, что-тоже самое, избыткомъ длины окруж- 
и<)сти диска надъ окружностью круга ББ^Д; въ самомъ д^Ш, въ то 
время, въ которое рад1усъ векторъ СВ совершить, съ угловою скоростью 
о>, полный оборотъ на 360® или на 21г, радгусъ векторъ ЮВ, вм^сгЬ съ 
дискомъ повернется вокругь оси Ю2, съ угловою скоростью ш^, на уголъ 
изм'Ьряемый дугою В^В и равный 360®8Шр или 21С8шр; наблюдателю же 
будетъ казаться, что радаусъ ЮВ и весь дискъ повернулся въ противопо- 
ложную сторону на уголъ ВЮВ' равный разности: 

27Г 27С 8Ш р 

м ЭТО кажущееся вращен1е будетъ им'Ьть угловую скорость равную раз- 
ности угловыхъ скоростей » и «о^: 



N 
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Ч*1гь ближе уголъ р къ 90^ (см. черт. 50), Нмъ ]1едденн']Ье будетъ это 
кажущееся вращеше; такое движен1е совершаетъ медаль или монета при- 
веденная на стол^ въ быстрое вращательное движенхе около одного изъ 
€воихъ д1аметровъ, когда вращение ея ослаб^етъ на столько, что продолжая 
кружится, она становится все бол^е и бол^е горизонтальною. 

3) Если уголь (а — Р) бол-Ье прямаго угла, то аксоиды принимаютъ 
видъ, изображенный на черт. 51; такое вращательное движете совершаетъ 
по инерц1и сплющенное т'кко вращен1я однородной плотности, вращаясь 
вокругь своего центра янерцгн, првчемъ ось симметрхи т^Ьла совпадаетъ 
€ъ продолжен1емъ 702 оси 2. 

4) Если уголъ р тупой, а уголъ (а— -Р) острый, то аксоиды им']Ьютъвидъ, 
изображенный на чертеже 52; такое вращательное движеше совершаетъ 
земля, всл^дствге суточнаго. вращев1Я вокругъ ея оси и прецесс1и (пред- 
варен1я равноденствхй); въ этомъ частиомъ случае Ю2' есть ось эклип- 
тики, направленная къ северному полюсу ея, Ю — центръ земли, ЮЪ — 
ось земли, то есть та половина ея, которая направлена къ южному по- 
люсу; еслибы не было прецесс1и, то ось КМ сохраняла бы неизм'Ьнное 
направлен1е въ пространств']^, въ дМствительности <^же земная ось пере- 
м'Ьщается въ пространств^}, образуя ось подвижнаго конуса, им^ющаго 
весьма малый уголъ (а — р) и катящагося по неподвижному конусу, имею- 
щему уголъ 2^'ЮА = а = 180° — 23о27'17",55 *). Подвижный конусъ ка- 
тится по неподвижному, всл-Ьдствхе чего плоскость ^'702 совершаетъ пре- 
цесс1ю въ сторону означенную (на черт. 52) оперенною стр&скою; это на- 
правление противоположно годовому движен1Ю солнца по эклип'гак'Ь, кото- 
рое совершается справа на л']^во для наблюдателя, расположеннаго до 
положительной оси Ю^^ эклиптики. 

Предвареше равноденствШ составляетъ 50^,2593 **) въ годъ или 
ОМ37229 (въ дугЬ) въ зв^здныя сутки; ш, есть угловая скорость суточнаго 
вращешя земли» поэтому угловая скорость прецесс1и равна: 

0,137229 



(1) = О) 



1 360,60.60 ■ 



Уголъ а между осями равенъ 180®— 23**27'17",55. Уголъ (а — р) опред'Ьлится 
по формул-Ь (121): 



*) Въ дМствительноств наклонев1е оси эклиптики къ земной оси изменяет- 
ся съ течешемъ времени, такъ что приведенння въ тексте цифрн вырахаютъ 
величиву этого угла въ некоторый моиентъ 1880 года. 

""*) Прецесс1я также изменяется съ теченхеиъ времени; цифрн, приведен* 
имя въ тексгЬ, относятся къ аекоторому моменту 1880 года. 
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9111 (а ^ И ^_ ВШР 

въ которой, ло чрезвычайной малости угла (о — Р), нн иожехъ заменить 
величину 81пр величиною зша, поэтому: 

зт (« — ?) = (« — р)" МП 1" =-1|ет 8'п 23°27'17",55; 

отсюда мы находимъ: 

(а - р)"=а?!1^8т 2Ъ''2Т17",ЪЬ = 0",008б9. 

Этотъ утолъ настолько малъ, что на поверхности земли ему соотв'Ьт- 
ствуетъ дуга въ 27 сантиметровъ длины; полный оборотъ оси 2 вокругъ 
оси эклиптики совершается въ 25868 л4тъ. 

§ 30. Аксоиды. Годографы угловыхъ скоростей. 
Подвижный аксоидъ катится по неподвижному. 

Для всдкаго вращательнаго двизкбН1я вокругъ неподвижной 
точки, извЪстнаго настолько, что углы ф^жлэ внраженн извест- 
ными намъ функц1яии вреиени, иохеиъ составить уравнен1е иепо- 
движнаго аЕсоида, еаи исблючимъ время изъ сл'Ьдующихъ уравнешй. 



^Р „^ _ Уо 



9' С08 ОК^пф — ф' 8Ш Ж $' 8Ш Ж^тф + ф' С08 Ж 9'сО&ф'\-ж' 

подобнымъ же образоиъ получимъ уравнеше подвижнаго аксоида 
въ относительинхъ коорддиатахъ, исключивъ время изъ равеиствъ. 

? 5 С /12^^ 

— 0К/сО8$Ш1ф'\-ф'^П9 Ж'^9Шф + ф' С0&9 Ж'С0^-\-9' Л^"*'/ 

Мн займемся теперь разсмотр^Ьшемъ соотноогешя, существую- 
в№го между обоими аксоидами. 

Оба аксоида суть коничееЕ1я поверхности, им'Ьющ1Я общую вер- 
шину и, въ каждое мгиовеи1е, общую производящую — мгновенную 
оа; одинъ изъ аксоидовъ неподвиженъ, другой, будучи неизм'Ьнно 
связанннмъ съ твердымъ гкломъ, вращается вкЬстЬ съ нимъ вокругъ 
точен Ю^ причемъ производящ1я его приходятъ, посл<Ьдовательнымъ 
обраэомъ, йъ совпадеше (гь производящими аксоида неподвижваго. 

ДвФ кониче<бш поверхности, и№бющ1я общую вершину и общую 
производящую, могутъ, или перес'кБа1Ъся, или касаться по ней; 
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нн докаасемъ, что для авеондовъ п^етъ х'Ьето посл:Ьднее, то есть, 
что касательная плоекость, проведенная къ одному изъ аксоидовъ 
черезъ общую ихъ производящую, каеательна въ тоже время я 
къ другому. 

Такимъ образомъ подвижный авсоидъ совершаетъ свое дви- 
жен1е по неподвижному; но движете данной конической поверх- 
ностИу им'Ьющей неподвижную вершину, по другой данной непо- 
движной конической поверхности, им'Ьющей вершину въ той же 
точк'Ь, можетъ быть весьма разнообразно. 

Если мы отложимъ отъ вершины конусовъ, по общей ихъ произ- 
водящей, длину равную единиц'Ь и будемъ сравнивать между собою 
площади поверхностей, описанннхъ этою длиною въ течеши одного и 
того 2Бе времени на об'Ьихъ поверхностяхъ, то, смотря по роду 
движен1я одной поверхности по другой, можемъ получить весьма 
различный величины для отношешя между этими площадями. 

Можетъ оказаться, что площадь^ описанная на подвижномъ кону- 
сЬ, равна нулю, площадь же, описанная въ то же время на подвиж- 
номъ конус^Ь, им^Ьетъ н^Ькоторую конечную величину; это покажетъ, 
что подвижный конусъ скользитъ одною изъ своихъ производящихъ 
по конусу неподвижному| а потому такое движеше называется 
скоАьженгемь подвижной конической поверхности по неподвижной. 

Можетъ оказаться, что площадь, описанная въ течеши всякаго про- 
межутка времени на неподвижномъ конусЬ, равна площади, описанной 
въ то же время на подвижномъ конусЬ; такое движенхе называется 
капмтет безъ скольжеигя подвижнаго конуса по неподвижному 

Если же площадь, описанная на подвижномъ коиус^Ь^ менФе 
или бол%б площади, описанной на неподвижмоиъ конус^Ь, то ка- 
тад1е одного конуса по другому сопровождается скольжешемъ. 

Мы докажемъ, что движеше подвижнаго аксоида по непо- 
движному есть капште беаь снальженгя. 

Такимъ образомъ еоотношеше между обоими акооидамм выра- 
жается сл'Ьдующею теоремою, предложенною Пуанео (Роапсо!;). 

Бсякое вращательное движеше твердаго г1ла вокругъ непо- 
движной точки есть кат(^н1е беаъ скольжен1я некоторой конической 



ч 
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доверхноФти, неизм'&нно связанной еъ т^дою (11ода1жва1ю аксшда), 
по ненодвишкой конической поверхностн (нбШ)дАижножу ашюнду); 
вершины обЬлаъ иовердностей находятся въ ввподвиашой точк'Ь. 

Для дока4)атедьства втой теоремн ин разсиотрииъ двнженхе другъ 
по другу двухъ кривыхъ: одной, находящейся на бодвижнонъ, дру- 
гой, — на ненодвиашоиъ аксоидЪ; эти кривня ошгсЁКваются на 
аксоидахъ точкою Л, находящеюся на конц^ длины, избрахающей 
угловую скорость 2; он-Ь названы Сомовымъ годографами угло- 
вой скорости. 

Мы назовемъ кривую, описываемую точкою Л на неподвижномъ 
аксоид^Ь — неподвижнымъу а кривую, описываемую ею на подвиж- 
номъ аксоид* — подеижнымг годографомъ угловой скорости. 

Мы покажемъ какъ составить уравнен1я этихъ кривыхъ лин1й 
и напишемъ выражешя косинусовъ угловъ, составляемыхъ каса- 
тельными къ нимъ въ общей имъ точк'Ь Л^ и выражешя длинъ дугъ^ 
нроб^Ьгаемыхъ точкою Л по обоимъ годографамъ въ теченш безко- 
нечно-малаго времени сИ; зат'Ьмъ мы докажемъ, что оба годографа 
имАютъ въ общей точк'б общую касательную и что длины дугъ, 
проб^гаемыхъ точкою Л по обоимъ годографамъ, равны. 

Абсолютный координаты точки Л равны проэкц1ямъ на оси Х^ 
У, 2 длины, изображающей угловую скорость; поэтому, если мы 
разд'Ьлимъ Р, ^^ Л на едмгацу угловой скорости и помножимъ 
ихъ на единицу длины, т. е. помножимъ ихъ на произведете: 

(единица времени), (единица длины), 

которое мы изобразимъ для краткости такъ: вд, то получимъ абсо- 
лютвыя координаты точки Л: 

х = Рвд=^вд{9' С08 жвтф — ф 8ш о») 

у = ^вй = в<?(9'8ш лезшей + дб'сов^ис) }. . (124) 

лг = БЛ? = в(?(д' С08 ^ -Ь Лб') 

Углы ф^ ж ж д суть функцш времени, равно какъ и произ- 
водныя ихъ: ф\ ж\ э'; чтобы получить координаты абсолютныхъ 
положешй ^1, ^2, ^89 • • • • точки А въ моменты ^, <2, ^39 - • • мы 
должны, въ формулахъ 124, придать I эти значешя. 

8 



114 



Ёслк паитяшь время ^ шп равенегвъ (124), то пожучшъ два 
уравненк вривоА жшш, омшваемой въ яроетражствф точкою ^; 
ВТО н будутъ УРШ&011Я неводвжжнаго годографа угловой скорости. 

Въ течежш беаконешо-калаго врекеи Шу топа Ау игЬвшая 
въ номентъ Ь абсолютная коордиваты х^ у^ г^ перемутится по 
ввподвмжвому годографу на длищг ^^, провкшм которой на не- 
Еодвижння осв коордмнатъ равнн: 

Лх = вд.'^сИ;с1у = ед. -щМ^йв^^вд.-^йЦ . . (125) 

нвъ этого сл*дуетъ: 

й8 = вдV0РТVШТШ1л^ (126) 

косинусы угловъ, составллемыхъ съ осями X, У, 2 касательною 
къ неподвижному годографу въ точк'Ь Л, равнн: 



С08(Т,Х) = §- = 
С08(Г,У)=^ = 

сов(Г,^=§ = 



Я- 

В! 



V 



(127) 



зд'Ьа входитъ знакъ 1^, которнмъ ша овначилв слЪдующШ корень: 



знакъ же Т означаетъ направлен1е касательной, проведенной въ 
сторону движен1я точки А по неподвижному годографу изъ той 
точки на немъ, въ которой точка А находится въ моментъ (. 
Относительннл координаты тбчки Л равны проз вщямъ длие(Н; 
изображающей угловую скорость, на оси 2, Г, 2, позтому: 



^=^вд.р=^вд . ( — ж^ ^тфсовэ + ф^ зшэ) 
1^:=ед.г ж^вд.( ж^со&ф + $') 



..(128) 
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$; 1г|, с ьрь отнот1т19льнЕ1я координата ^о^н Л для коюнта (-, чтобн 
полутать относителышя координата положенЛ А\А!\А^\^ • . . 

^очвй А въ твердомъ гбл^ въ койентн 1^ Ь%^и , надо 

придать вреиени ^, заключающемуся въ. ф^ ж, 9, ф\ ж\ 9\ эти 
знамшя; ^1^^:^^% 

Если исключить вр^жя $ тъ равгаств« (12:8), то оолучимъ 
два уравнешя (въ относительиыхъ координатахъ) кривой лии1И^ 
описаваежой точкою Л въ твердожъ т'Ьл'Ь; это и будръ урав- 
&ен1Я цодвижнаго годографа въ относительннхъ координатахъ. 

Въ течеши бедконечяо-жадаго вр^вжеии еи^ точка Л, иж'Ьвшая въ 
жожентъ ^ относительння координаты (, т), С, переж'Ьстится но подвиж- 
яожу годографу на длину Ла, про9КЦ1и которой на оси Еу Г, 2равнн: 

Й5 = вд.-^сИ] е?1Г| = ед. -^ ЛЦ е?С = «(?. -^ ей; . . • (129) 

яаъ этого сл^Ьдуетъ, что длина д^ равна: 

(Но =вд.гйсИ^ (130) 

сдЪ вреженно введено обозначен1е: 



"-/т+т+ш'-' 



сосжнусн угловъ, составляежнхъ касательною къ подвижиожу годо- 
графу въ точк'Ь (6, 7), С) съ осяжи 3, Г, 2, равны: 



со8(х,а) = §=^ 



С08(Т,Г)=*1=«-^ 



««('«-§=1 



(131) 



гд^Ь т означаетъ направденхе касательной, проведенной въ сторону 
движен1я точки Л по подвижножу годографу йзъ той точки на 
нежъ, въ которой точка Л находится въ жожентъ (. 

8* 
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Для того, чтобы опрбд^ть соотиошеше 1е»ду длпам» (?$ и^ 
&5 и мер^ду вадфаыенмш Т н т, провбдбжнннн чере^ъ общу!^ 
точку годографовъ, мы должен вайтя аавиешоеть нежду мли- 
чгааки р\ ^\Е' н р\ 4, т\ 

Для этого вовыекъпрожзводння по времени отъ об^пъ ЧИ16Т6К 
равенеткь (118); первое шп вжлъ даегь: 

вмАсто X '^, {1 '^, V '^ и прочихъ подобныхъ пропзводныхъ, мы подста- 
новихъ ихъвнражен1я(120), тогда получимъ ел^дующтя равенства: 

Я'=р\+й\^у+г\ >у (132) 

взъ Боторнхъ, на основан1и изв^Ьстннхъ свойетвъ коеинусовъ Х«, . . . 
у^, лодучимъ: 

то есть Ж = г(;; мы условпся означать эти равные другъ другу^ 
корни знаЕоиъ 2 съ точкою на верху, такъ: 



'^-АТ1Ч^Ы%'=уШШШ ■ (133) 

Легко теперь вид-Ьть, что изъ равенствъ (126), (130), (133) 
а4дуетъ: 

Лв = едйМ^д^ (134) 

и что изъ равенствъ (132), (127), (131) можно составить ел*- 
дующ1я равенства: 

сов (Т,Х) =^ С08 ('С,В)Х^ + С08 (Т,Т)|1.^ 4- С08 ('С,Я)У^ = СОЙ (т,Х) 

м также: 
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С0в(Т,У) = С08(т,У) 
, С08(Г,2Г)=С08(х,Я) 

■ 

Посл'Ьдтя три равенства впражаютъ, что направлен!я Ти т сов* 
падаютъ, то есть, что оба годографа и][<Ьютъ въ точк^Ь Л обкцую 
1касательную. 

Равенство (134) виражаеть, что точка прикосновешя переме- 
щается въ течен1й безконечйо яалаго вреиени на такую ясе длину дуги 
но движущемуся годографу, иЬ какую перем'Ьщаётся по годографу 
иеподвижнону; тоже самое справедливо для всякаго промежутка 
времени конечной продолжительности, потому что изъ равенства (1 34) 
мы можемъ получить интегрировалемъ въ пред*Ьлахъ ^ и <а* 

■ 

8г — 81=^ед/ЯсИ = о% — ах • . • . (135) 

г, 

Изъ всего сказаннаго сл'Кдуетъ, что при вращен1и гбла подвиж* 
инй годографъ катится безъ скольжешя по неподвижному; а такъ 
шкъ посяедняя крмвм находится на поверхносга оеподвижраго аксо- 
ида, а первая на поверхивсти подвижнаго, то лето понять, что под* 
вижный аксоидъ катится безъ скольжен!я по неподвижному аксон ду. 

Приводя это доказательство, мя иё упоминали вовсе о г±хъ слу- 
чаяхъ, когда годографы имФютъ точки излома, а аксоидн— ребра 
излома; по отношен1Ю къ такииъ точкамъ и ребрамъ должно быть 
сд'Ьлано особое изсл^дованхе; не входя въ эти подробности, мн ука- 
жемъ только на нЪкоторне прмм^рн, въ которнхъ поверхмоети ак- 
«оидовъ им'Ьютъ изломъ по н'Ькоторнмъ изъ своихъ производящихъ. 

Къ чиау такихъ движен1й относится движен1е твердаго тЪла, 
иеизм'Ьнно связаннаго съ пирамидою, вершина которой неподвижна, 
л боковая поверхность катится безъ скольжешя по неподвижной 
плоскости, заключающей эту вершину; въ'этихъ случаяхъ мгновен- 
яая ось изм'Ьняетъ свое положеше ел'Ьдующимъ образомъ: пирамида 
вращается вокругъ одного изъ своихъ реберъ ЮЛ\ пока грань ея 
А^Л^' (черт. 54) не совладеть съ неподвижною плоскостью; въ 
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этотъ юментъ кгновенная оеь, совпм&шая съ ребронъ ЮЛг^ пере- 
ходитъ, въ одно мгновеше, въ положенхе ЮА% и остается въ ненъ^ 
пока пирамида вращается вокругъ ребра ЮА!\ совпавшаго съ па- 
цравден1бмъ ЮА^^ а это црододжаетсд до т^хъ цоръ, цока грань 
Л^ЮЛ^^^ не совместится съ неподэижнов пдос]е&остью; такъ продол- 
жается и дад^Ье. Подобннмъ же образомъ пирамида можетъ катиться 
безъ скодьжшя по другой иедодвижЕов тщьжца% (черт. 5&). Въ 
этихъ щчьА1(Ъ мгновенная ось изм'Ьретъ свое додоженхе тодчкамИг 
одиснвая мгновенно конечная угд|1; между такими толчками она^ 
сохраняетъ неизм'Ьнное на]ф|авден1е. 

Стороны пирамидъ могутъ быть не длоск1Я9 а коцическхя, дву- 
гранные же углы при соотв'Ьт&твенныхъ ребрахъ ЮЛ и ЮАх^ ЮА!^ 
и ЮА^^ ..... могутъ быть взаимно дополняющими другъ друга^ 
до четырехъ прямыхъ, тогда движен1е т^да будетъ происходить 
плавно и мгновенная о<^ будетъ изм^^нять свое положеше въ простран* 
етв'Ь и въ твердомъ т'ЬлЪ постепенно безъ скачковъ, хотя аксоидв 
будутъ им!Ьть поверхности преломледныя до н'Ькоторымъ прмзво- 
дящимъ, т. е. по ребрамъ ^ЮЛ^, ЮА^ • . . . ЮА!^ ЮЛ\ • . ... 

Въ ш|ш]!{1аф'Ь 37 мн ооотавиди уравнше ншюдмвжвшго аксонка дда 
дви^Еенщ Г]рюва шарнира (прнри^др^ ^6); (нхэтаркмь тецерь. ура^неше в 
одрадФлимф видъ подвижнаго аксоида. 

Так!ь какъ въ этомъ слу^а'Ь ж==^ау ж!-=^0^ то равенства (123) подучатъ. 
С1']^дую]ц1й видъ: 

Возьмемь вровзуодную но вр^еет отч об4«х:ь ч|1|ете9.раэенс1т: 



ф - агссов (1^); 



/ т 



лодучамъ: 



Ф' = - 



^ 



т I 



2. 



1^аС0ЯЭ 



/1 






откуда: 



ф'^^и^^щ^щ —ф'Ый^эт'» == Л 



I Г 



И9 — 



Н1Я, ПО ршояЕепи на квадрАП оп ф'-. 

(ф'соа 9)*%** — (З^'зш э)' (ф'совэУ = (а'ф')'. 

Чтобы получить уравнен1е аодвижнаго авсоида, надо ис1и[ючить изъ 
этого равенства и изъ т^хъ равенствъ, который завлючаютъ координаты Е, 
% С, величины ^'созд, ф'^тэ и 9'; получинъ: 

Пересечете этой конической поверхности съ поверхностаю ефе|№Г 
радауеа раинаго единиц!» (если возынемъ лишю ЮХ аа полярную ось, а 
пдоскость ТЛ>2 за первый нерид1анъ) выразится сл'Ьдующимъ уравн^ 



шенъ: 



8т*2ф 



*8^а==*8^Т + — 4^*5*?> 



которое получится изъ уравнен1я аксоида, если въ немъ сд'&Еаеиъ: 

$ = 8111ср8Шф; Т)&=008<р; С — 8Ш?С08^. 

Р1шивъ полученное уравнение сферической кривой относительно 

^_ 

кя нолучххъ четыре корня, изъ 1к>торыхъ два дййегкительные: 



' шл ^53; • ■»■■■■ < ■ ■ ■ I ,1 I » ^ 

Изъ этого равенства видно» чт1» ири из1гЬ&евш угла ^ охъ О до . 2«, ф 
колеблется между пред']^ами: (р=:а и 



?1=агс1;8 



2ап|' 



1/ 



сова 



= агс1§ 



1«а 



у/' 



С08а 



С082 



Такъ кааъ соз' ^= '^^^ бо:г1е сова, то ^р^ мен-бе е. 



^тъ 7 Д!Ьдм1Чм: 



11 



Зл 



я Зя 5я 7«. 
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кривая ин^етъ на сфер'Ь центромъ точку Г (черт. 44) и си]шет1«чна отно* 
сительно восьми меридаональннхъ плоскостей, соотв^тствующихъ внше- 
укаванинмъ угламъ. 

При вращен1и валовъ Л к В сочленен1я (черт. 45), неружная кони- 
ческая поверхность, неизменно связанная съ крестообразнымъ шарнирокъ, 
катится по внутренней неподвижной конической поверхности, уравнеше 
которой было выведено въ параграф*! 27-мъ. 

§ 31. Скорости точекъ твердаго ткж% движущагося 
Еакф, бы то ни было. 

Еан т'кдо движется не поступательно и то^та 1(9 не находится 
въ повоФ, то проэвщи, на неподвижння оси воордннать, скорости 
какой либо точки твердаго тЪда выразятся такинъ образонъ: 






; . . . (136) 



зд'Ьсь буква го означаетъ величину и направлеше скорости точки 
9№ твердаго тЬла, ин^кющей отвосительння коордииатн I, у[^ С; зна* 
чеше всФхъ прочихъ символовъ— изв'Ьстно. 

Баждое изъ равенствъ (136) заключаетъ по четыре члена во 
второй части; первый членъ есть про8кц1Я на одну изъ непод- 
вижныхъ^ осей координатъ скорости го^ точки Ю, т. е.: 



м?^ С08 (|^нД) = '^;«<?юС08(«;^У) = ^;«?н>С08(м^^=^; (137) 

суиин остальныхъ трехъ членовъ въ каждоиъ изъ зтихъ равенствъ 
суть т'Ь саиня выражешя^ который мы преобразовали въ § 23 
(еж. форнулн 96); они представляютъ прозкщи на оси У, X, 2 
той скорости, которую имЪла бы точка 9К (Е, т), С) твердаго т1Ьла, 
еслибы въ разсматриваеннй хоигатъ точка Ю сд1^лалась непод- 
вижною, а вращен1е тФла вокругъ нея продолжаюсь бн безъ нз- 
и1^нешя; хн будемъ ату скорость навивать, по прежнему, ераща- 



/ 
\ 
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меды^ою скороет&ю ттки ЯП ($.7), С) вйкругъ точки Ю и со- 
хранинъ прежнее для кея обозначеше №. 

Въ § 21 нн указнв&и на то^что всякое дшжешетве!» даго тЪла 
южно рааснатршвать какъ ревультатъ соедннетя двухгь одновремеяг 
ннхъ простишякъ движешй: вращатеяьваго вовругъ одной нп то* 
чевъ его (нанргВокругьЮндЕЯ)нпостунаФе1ьнаго,общаРО€ЪДВН* 
лешемъ атой тонки; теперь нн докаженъ^ «о )с«ороеть о; какой 
либо точки !Ю т1ла есть ревультатъ н'Ькотораго соедннешя скоро- 
стей ея въ постуаательнонъ и во вращательнонъ движенш тЪла. 

Равенства (186) нотутъ бнть представленн подъ следую- 
щинъ видонъ: 

и^са8(||?,Х) = ю^ С08 (и^ю^Х) + 1» сч» (»Д) 

1ГС08(и;,У)=«Г^С08(1Гк„У*) + »С08(Й),У)} . . (138) 
М? С0^{1€,2) = го^ С08 (ц;^,,^^) + Й) С08 (ш,^) 

они внраясаютъ, чт^ проэкцгя скорости «? на каждую нзъ осей коорди- 
натъ X, У, 2, равна сунн<6проакц1й, на ту же ось, скорости ш точки 91 
во вращательнонъ движения г1ла вовругь точкиЮ и скорости ея «г^въ 
поступательнонъ движепи тАла, пред<яавяяенонъ движетенъ ^очки Ю. 
Такъ какъ оси X, У, 2 суть три разный, и притонъ йена- 
ходащ1яся въ одной олоскооти, направуишя, то наъ равенетвъ (138) 
заключаежъ, нто нзъ дяннъ равннхъ н параддельннхъ скоростянъ 
1€,и?ю9Ь> нежно составить замкнутый треугодьннкъ. 

Если позтону нзъ точки Ш (черт. 56) проведенъ длину 9ПП 
равц^ш и параллельную еш^оетн «9^» & юъ конца ея П 1фоведенъ 
длину ПЖрапую и параллельную (ЯБОроети №, то, соединивъ нонецъ 

ТР последней съ точкою ЯХ, получинъ длину 91У^, изображающую 
величину и направлепе скорости 1г. 

Можно поступить иначе: построить параллелограмъ, ни'Ьющ1й 

вершиною точку Ш^ а сторонанн — длины ШЕ и 9ПБ (посл1^д- 
няя представляетъ скорость №); дхагональ параллелогранна, про- 
веденная нзъ Ш, нзобразнтъ скорость иг. 
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Тапп обрааокъ мы можеп евазап сд^дувщее относшхельво 
'^ соединб11Я скорости 14^ изъ скороогей и;« ж №: 

При Фсяномл двитети твердаю т^ьла, полная снороеЫь го 
ктай либо точки Ш ею шображаетсм дгамтаммо параллело^ 
грамма^ поетро01шмо\ на оращательной сжароети точней Ш во- 
кр1^ какой либо ёрц^й точки Ю тпм^ и на прооеденной из» 
тошш Ш длишь^ равной и параллел1>ной скорости точки Ю. 

§ 32. Геометрг^есБое сло«ен1е и внчнташе. 

Гбометряческоб достроеще, посредствомъ котораго кн получили 
скорость 1С по скоростямъ го^ и ^о^ называется геометрическимъ 
слоокенша скоростей %о^ и Щ ввиду того, что это дМствте встре- 
чается и применяете! вееыа часто въ кеханик! я что^ при упо- 
требдеши надлеасащихъ терминовъ и обозначенхй, изложенхе мно- 
I гихъ теоремъ полу часть желательную сжатость, мы познакоминъ 

читателя съ принятыми для этой ц^ли терминами и символами. 

Пусть имеемъ несколько динШ |:онечноЯ длины и опред!Ын- 
Шкго даправденк; лиц11> А^А^ (черт. 57), имЪшщую направлше 
отъ Аг к'Ь Аг И ддиму о^, ШН1Ю А^^ ^ имеющю нааравлеще отъ 
Ах къ А^ и длину аа, . « . . , наконецъ лишю А^п^ неимеющую 
наоравлеше отъ ^^ К'ь ^'п и длину а«. 

Теометрыцескою суммою зтмхъ длмиъ назевается лмшя ВВ\ 
имеющая такое наярав1юн1в м такую ддкву Ь, что мро9кц1| ея на 
всякое направ1ше равняется сумм! проавцИ на та же направлен 

1[оегроен1б величины и наврав лев1я втой лин1н прои^юднтвя швъ: 
мзъ какай лм^ точю О мраведежь длину Оо^ рашуи ш параллель- 
ную АгА'^ взъ точки «1 нроведемъ ддину аха%, равную л параллель- 
ную А2А\ и т. д.; конецъ сц, последней длины, равноД и параллель* 
ной ЛИН1И АпА^п} соединимъ съ точкою О; лин1я Оа» будетъ равна 
и параллельна геометрическей сумме лин1й ах^а^ . . . . ап % 






*) Многоутольнивъ Оа1а^ онО шояхть (№ь и не нлоскнмъ. 
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Жжт ЛхЖи Л%А!^, ЛщЛп 4уД5тъ %еомтриче- 

сними слагаемыми этой сушы. 

Чтобы омачить, что длина и направден1е Ъ есть геонетри- 

чаевая сумма ддкяъ и направлбН!^ а^ а^у ан, принимаютъ 

следующее обо8нач8В1е: 

Ь = а1+а2+Л8+ .... +«п, (139) 

которое должно выражать^ что продЕЦ1я дливн Ъ на всякое на- 
правлен1е равна сумм^Ь нроэкц1в длннъ ох^ а^, . . . . а^ на тоже 
направлен1е; оно вамФняетъ собою три сл'6дующ1я равенства: 

Ьсов(Ь.Л) = а1С#в(а1Х)^-азеов(азХ)+ . . • +анС08(«п)^ 
Ь С08 (Ь, У) = йг С08 («1 ^) + Лз С08 («2, у) + . . . +.ап сов (дп, У> 
йсо8(Ь.2) = О! С08 (а!^) + Оз С08 {а^^И) + . . . +0^008 Шп^т!) 

въ которнхъ X, у, 2Г суть три направлетя взаимно перненди- 
вулярння или даже и неперпендикулярння, но не лежащхя въ одной 
плоскости. 

Теометрическое вычитанге длинн ЛЛ^ изъ длинп ВВ' имЪегь 
ц^^лью найти такую длину СС'^ про9кц1Я которой на какое либо 
наоравлеше равнялась бы разности [фоэкфй на то ке направлен1е 
длннъ АА^ и ВВ'] для опред1Ьлен{я величины и нанравлен1я геоме- 
трической разности 0С7', надо изъ конца В' (черт. 58) геоме- 
трически уменьшаемой длины провести длину В'Ах^ равную, оарал- 
де«ьну9) но др41мо|1рот1вополож9ую ге$щп1§иче$К(и еыщтаемоч 
длинрь АА\ соедцнаъ точку В к,ъ та«|эд) А^ покр^учамь дииу 
В Ах равную и мармледьиую моконой |'аомет|«1ес1^ разности. 

Это дЪ|кяф1е обоввачается слЪдующщъ сммволииесврт> ра- 
венствомъ: -^ . 

7«Т-^ _ <• • .(140) 

долженствующииъ выражать, что прозкщя на всякое направлен1# длм^ 
ны с = СУ/ равна |фозк|ци, на то щ^ вуправлешц, длины Ъ = ВВ^ 
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ч 

бедъ пр()9КЦ1и длиян а^АЛ\ это равевство за1|1Ь&яегь «обою 
три сл!Ьдующ1я равенства: 

с С08 (с,Х) = Ъ С08 (Ь,Х) — а со8 (а,Х) 
ссо8(с,У) =Ьсо8(Ь,У) — а еов(а,У) 
с С08 (с,^ = й С08 (Ь,^) — а С08 (а,2') 

Въ вндФ принфнешя этой термннолопи и этого обозначенхя 
хк упоидненъ сд1Ь дующее: 

Вм^Ьсто того, чтобн говорить: «скорость движущейся точки 
«сть д1аговаль паралледопипеда, построеннаго на длинахъ парал- 
лельннхъ осянъ координатъи дредставдяющихъ скорости а/,у',У> 
(стр. 27), мы ноженъ выразиться такъ: «скорость V есть геоме- 
трическая сумма скоростей V, у ^, ^ег^ • 

Символическое равенство: 

I; =? о/ + У + л' 

означаетъ, что проэкц]я скорости V на всякое направлеше равна 
<2умм!Ь проакшй скоростей х\ у\ ^' на тоже самое направлеще. 

Точно также мы можемъ сказать, что угловая скорость О есть 
геометрическая сумма угловнхъ скоростей ф ж^ ж з'; это вара- 
жается символически слЪдующимг равенствомъ: 

йзъ котораго мы получинъ изв^Ьетння намъ внражешя 107, 108, 
109, 119 для Р, ^^ Л, р, ^,т\ такъ, нанрин*ръ, проектируя на 
ось X и им11я ввиду, что: угловая скорость ф направлена по 
лиши N (см. чергежъ на стр. 55), угловая скорость ж^ по оси 
2^ и 9^ по оси 2, мы получимъ равенство; 

й С08 (а,Х) = ф С08 (К,Х) + ОЮ^ С08 (^',Х) + э' С08 (2,Х), 

те есть: 

Р = — фъ\ПЖ'\' э' С08 аИР81В ф. 
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Прнмвъ сЕаванаую тершцюдогш, цы шотшъ шращть еоот- 
ношен1е между (жороетяии и?, Ь), го^ сл'к/^ующиш (ми^вани: 

Скорость IV нан<Л бы щони бы40 шаннц Ш твердаю тньла 
есть %е9й1еп1ричвсная сумма еращателшбЛ скорости тачки 
Ш вонррп другой $пачки Ю т^ма м скорости т^ послпдней. 

Сжкюдимюе вцраяеюе этого соотяошешд: 



1С = «<^«+^ 



(141) 



означаетъ, что проэкщя, на всякое направлен1е, скорости «(^рав* 
няетея сунм'Ь проэкц!!, на тоже ваправлен1е, скоростей го^ и №, 

§ 33. Подробная внражешя проэкцгЁ скорости ш 
на неподвЕхнпя и подвижяыя оси координатъ. 

Символическое равенство весьма удобно по своей краткости и 
общности, такъ вакъ оно сдужитъ выражешемъ нроэкщи скоро- 
сти го на какое угодно направлен]е, подвижное или неподвижное; 
НО мы приведемъ зд'Ьсь подробныя выражец1я для проэкцШ го на 
оси координатъ X, У, 2^, Н, Т, 2. 

Для проэкц1й вращательной скорости ш на эти оси мы им'Ьемь 
уже готовым выражешя: (96) и (114), проэкцш же скорости гс^ на 
оси г, Т, 2 выражаются трвчленамм: 

поэтому мн прямо пишемъ слфдующк равенства: 






= «? С08 (и; Д) == х'^ + (^— ^») в — (у —у») -й 
= %о С08 (м;, У) = у'к, + {х—х^ В —{19—Вю) -Р 
= го 008 {го,2) = е\ + {у—У^ -Р —{х—х^ ^ 



. • . (142) 



««; С08 («?,Е) = ж «X, + ^^ + г'^, + С9 — п^ 
к;со8(«(?,Т)=л;'^|1«+у'^|1у+У^11,+ег— С|> [ . . . . (143) 
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Величины Р, ^, В, я, ^^ г вырахаптся въ коеинуеахъ \^, |1« 

V^, ж ихъ вроязводныхъ повремени пофорнуданъ(95, 113) 

въ углахъ фуЖ,^ш шхъ кроивводшхъ по формулакъ (107-^109, 
119); это суть ороэкцп на оси коор динатъ углово! овороетн враща- 
тельнаго двцюнм гкла вокругъ точви Ю; угаовас еаорсмть О изо- 
(Сражается длиною, отлолвенною оп тот Ю но направлешю мгно- 
венной оси, вакъ указано въ § 26. Мгновенная ось есть прямая 
лингяу проходящая череп точку Ю и черезь тп^ точки ттьла, ера- 
щательныя скоростщ которых^ равны нулю; полный скорости 
этихъ точекг равны и параллельны скорости и^щ точки Ю. 

Бели изв'Ьстна скорость к^«о точки Ю и кром^Ь того величина 
я нанравленхе угловой скорости & вращательнаго движешя тЪла 
вокругъ Юу то можно построить, согласно съ вышесказанннмъ, 
величину и направлеше скорости и) данной точки Ш сл1кдующимъ 
образомъ: 

Черезъ точку Ш и мгновенную ось Юй проведенъ плоскость 
ЛВ (черт. 59) и изъ точки Ш опустимъ лерпендикуляръ ШЕ 
на мгновенную ось; зат'Ьмъ мы вычислимъ вращательную скорость 
точки Ш вокругъ Ю по формул*: 



й) = 9 . ШЕ 

и мзобразимъ ее длиною ШВ^ проведенною изъ точки 9Ю перпен- 
дикулярно къ плоскости АВ и притомъ въ направлен1и сл^ва на 
право для наблюдателя, стоящаго ногами въЛО, головою— по на- 
правлен1ю ТОй, и смотрящаго на точку Ш\ кром* того изъ точки 
^ проведемъ длину !№11, равную и параллельную скорости 1ю^, 
Построивъ на сторонахъ ШЛ и ШВ параллелограммъ^ мы прове- 
демъ изъ точки ЭТО Д1агональ его, которая и будетъ представлять 
величину и иаправлеше полной скорости го точки Ш. 

Такъ какъ вращательный скорости точекъ т'Ьла, находящихся 
на одной лиши параллельной мгновенной оси, равны и параллельны 
другъ другу, то изъ этого слйдуетъ что: 
точки твердйго тп^ла^ находящгяся на линги параллельной мгно- 
венной осиу им^ьютг рашыя и параллельныя полныя скорости. 



§ 34. Пере1г]Ьна по^[Л)са вращеягя твердаго тЪла. 

Разсмотриъ теперь, какъ изм4нятся формулы (141), (141 
(143), если 1н 8а1гЬнв1ъ точку Ю другою точкою Я того же т^ 

Эти форжулы относятся ЕЪ разложению двжжешя твердаго т1 
на вращательное двнжея!е вокругь точке Ю и иа постулаты 
ное движев1е, общее съ дввхен1емъ этой точки. 

Ма условився называть вто разлохвН1е— ^хмложенсело 
полюсу Ю, подразухФвая подъ слововъ „полюсь' ту точку тв1 
даго т^ла, вокругъ которой вы разснатряваенъ вращение тФ. 

Скорость №„ есть скорость аостуоательной части, а9— уг^ 
над скорость вращательной части разлоокенгя по полюсу Ю п< 
наго дввжен]а твердаго гЪла. 

Мы жожежъ разлояеить тоже самое движвН1е твердаго т1 
720 другому какому либо полюсу, аа который южеиъ вэлть щ 
извольную точку гбла (стр. 79), ориченъ поступательная ча* 
воваго разложения движен1я будетъ одинакова сг двв]Евв1еиъ е 
ваго полюса. 

Возьмемъ за новый полюсь точку Я; по фцрмуламъ (14 
мы получимг провБП1И иа оси X, У, 2 скорости втой точки: 

а;'^ = м',сО8(м'.^0 = ж'» + (г- — г^ ^ —(у, — ^^^в| 

у', = ю,оов(идУ)==у'„ + (а!д — а:„)д— (г,— #„)Р ; . (14 

V, = №,сов(«д2)= г'« ^-(уд — р«)Р— (л!д— ^м)е 

первое изъ вткхъ равенствъ кы вычтекъ нзъ нерваго равенп 
(142) и т. д., получинъ сл11дующ1Я инраженк для проакц1Й С1 
роети какой либо точки твердаго т'Ьла на оси X, У, 2: 



м'С08(м?,Х) = ж', + (г — ^д) д — (у — у^-Е 
»сов(м7,У)= Уд + (а;— а;д)В — (г — г.)? 

№С08(№,г) =г'д + (у— Уд)Р— (я— Жд)$ 



,.(14 



коп^^ ео9гв:Ьтствуютъ разложению двяжеви т11.1а ио полюсу ^ 
вяражаютъ, по скорость » какой бв то ни было точки ЗЯ тк 
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даго т4Ьда есть геомефрэтеовая сумма екороеп томкм Я и вра- 
щательной с)сорости Ш вовругъ точки Я. 

Поотупатедьная часть атого раздоженш двяжеЕк имАотъ ско- 
рость г(;д, угловая же скорость вращешя т'Ьла вокругъ полюса Я 
равна и параллельна угловой скорости вращен1Я вокругъ точки Ю^ 
тавъ что мгновенная ось параллельна прежней. 

Мы сд^Ьлаемъ теперь перечень того, что мы узнали о разло- 
жеши движешя и скоростей точекъ тв^рдаго т^Ьла. 

Веяное иепоступательное двиоюенге твердаго тлла мооюеть 
быть разложено на вращательное двнженге вокругъ которой 
лглбо точки тгьла^ которую мы примемъ за полюсь вращенгЯу 
и на поступательное двиоюенге представляемое двиоюенгемь- 
этого полюса. 

Такъ какъ за полюсь можетъ быть взята всякая точка 
тгьла, то разложенгя одного и тою оюе дви>женгя ткьла мно- 
гообразны до безконечности. 

Скорость каоюдой ттки тгьла есть геометрическая сумма 
вращательной скорости этой точки вокруи полюса вращенгя 
и скорости послпдняю. 

Угловыя скорости тп>ла вокругъ всгьхъ полюсовъ равны^ и 
мгновенныя оси^ проходящгя черезъ всп» полюсы, параллельны 
друп другу; такъ что вращенгя тгьла вокруг» различных^ 
полюсовъ то9юдест>венны въ томъ смыслгь^ что линШу прове- 
денныя въ тгьлгь параллельно другъ другу черезъ различныя 
точки ттьла^ измгьняютъ свое направленге въ пространствп^ 
одинаковымъ образомъ. 

Величина и направленге вращательной скорости какой 
либо точки тв^рдаго тгьла вокругъ какого либо полюса опредп^ 
ляется, какъ показано вь§ 25 (стр. 89 и 90у черт. 42) величи- 
ною угловой скорости^ иаправленгемъ мгновенной оси проведен- 
ной черезъ полюсь и разст^оянгемъ точки отъ мгновенной оси;^ 
вращательныя скорости одной и той а/ее точки т^ьла в09д^гъ 
различныз!^ полюсовъ различны (если полюсы не лвоюатг па 



одной мгновенной оси), хоти угаовыя стрости тлла ее 
разныхя поАюсовг одинаковы, а мгновенния оси паралле 
§ 35. Центральная иди винтовая мгновенная 

Полюсъ вращен{я иожетъ бичъ пом^Ьщенъ въ хюбой 
твердаго тФла, но если оно вращается вокругъ неподвижной 
Е полюсъ понФщенъ въ посл11Дней, то фораулы (141), ( 
(143) прЬбрФтаютъ врост1&йш1й видъ, чФиъ при поиФщен! 
люса въ другихъ точкахъ твердаго т4ла. Чтобы дать сраз; 
ное и наглядное представлеахе о величине я направлеши 
временныхъ скоростей всЁхъ точевъ твердаго тйла, двихуш 
подобвннъ образоиъ, иы нохеяъ выразиться тааъ: 

Если иы знаеиъ величину угловой скорости и наора 
жгновенной оси въ такой либо иенентъ двихешя т1ш.е,, вра 
щагося вокругъ неподвижной точки, то, чтобы опред'Ьлить н 
вдев1я и величины скоростей точекъ т-Ьла въ этотъ монент 
должны разсухдать тавпъ хе образожъ, какъ если бы тФло в] 
лось равномерно еъ этою угловою скоростью вокругъ непо; 
ной оси, проходящей черезъ неподвижную точку и еовпада 
съ атою ■гновенною^осью.- 

Если движете т'Ьла такое, что н'бтъ точекъ, скорости коте 
6ели бы равны нулю, то всегда жожно найти такую лишю въ 
скорости точекъ которой иж^ють наиженьшую величину сравю 
но съ одновременныжи имъ скоростяжи вс11хъ прочихъ то^кекъ 

Для того чтобы вайти абеолитныя координаты такихъ тс 

ЖЫ должны приравнять нулю ПрОИЗВОДНЫЯ со X, 1/ Н г 0Т1 

дующаго вырахен1я: 

«с' ^ (з;'« + {2~г„)д — (у~р„)вТ + 
+ (у» + (а; — х„)к — {г — г„) Р)' + 

+ («'« + («/ — а»») Р — (^ - ^.) яТ; 

получииъ сл11дующ1я равенства: 
Д!'» + ^е, — &о)^ — (^/, — ую)Е _ ^^ + {х,~хп)В— (й, ~еу,)Р 

р - я 

_ г'« + {у.—у«)Р-{х, ^х«)д . 
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« 

Зд'Ъсь х^у уеу 0^ суть абсолютння Еоординатн точекъ твердаго 
14ла, им^ющихъ ншнбяьш1я скорости; скорости 9ТИ дМствитедьЕо 
нал[Нбньш1Я, а не наибодьш1я, такъ какъ нн, представляя 066*6 
разм'Ьрн твердаго т^а неограниченныии, можеиъ найти въ немъ 
точки, об1адающ1Я произвольно -большиии скоростяии. 

Равенства (146) суть уравненк пряной линш, на которой 
находятся точки съ наименьшими скоростями; эти равенства могутъ 
быть представлены подъ сл'Ьдующимъ видомъ: 

гУб С08 (гУй X) ц?< сов (гов У) у?в оо8 (гов 2) алП\ 

р — д в > • • • Ц*«у 

гд'Ь %Се есть скорость одной изъ точекъ разсматриваемой линш. 

Равенства (147) выражаютъ, что продкцк на оси X, У, 2 
наименьшей скорости 'ш. пропорц10нальны проэкщямъ угловой ско- 
рости на т'Ьже оси, то есть, что скорость гс^^ параллельна угловой 
скорости. 

Лишя (146) параллельна направленш угловой скорости; это 
видно, какъ изъ самнхъ уравнешй (146), такъ и изъ того об- 
стоятельства, что точки твердаго т1^а, находящхяся на линш 
параллельной направлен1Ю угловой скорости, им'Ьютъ равння и 
параллельння полный скорости. 

Сл-Ьдовательно лишя (146) параллельна угловой скорости, т. е. 
есть одна изъ мгновенныхъ осей твердаго тФла, и скорости точекъ 
ея направлены вдоль по ней. 

Эта мгновенная ось называется ц^нш'рсшмт мгновениою осью 
или мгновеиною осью вращен1я и скольхенгя. 

Положеше центральной оси, какъ въ пространств'Ь^ такъ и 
внутри т'Ьла изм'Ьняется въ каждое мгновеше; но мы представимъ 
066*6 на время такое движете т:Ьла, въ которомъ положеше и 
направлен1е центральной оси остаются неизм'Ьнными; такое движе- 
те т^ла называется винтовымъ движенгемъ, такъ какъ оно со- 
стоитъ изъ вращательнаго движетя вокругъ некоторой оси, соеди- 
неннаго съ поступательнымъ движетемъ параллельно той же оси. 

Если притомъ скорость поступательнаго движетя и угловая 
скорость вращательнаго движенхя постоянны, то винтовое движете 



] 



' « 
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аазываетея равномгьрнымъ винто$ымь движетемг; таково, на- 
прин^ръ, дк^Ьдующее движете твердаго тЪда: 

^ю = 0, у^ = 0, ^^^ = а^; ф = 0^ж = 0, э = ^и 

Ъъ этонъ двнхенш угловая скороеть ямЪетъ постоянную ведя- 
^яну ш, И направябше ея совпадаетъ еъ осью 2^ которая есть 
вм^Ьст^Ь съ т'Ьиъ центрадьная ось во время всего двихешя; посту- 
дательное двяжеи1б равнои'Ьрно и скорость его равна а. 

Очевидно, что траэктор1и ъаЬгь точекъ т'Ьла въ эгоиъ движен1И 
суть вянтовня ЛИН1И, так1Я, какъ указано въ пряиЪрЪ 7-нъ 
(стр. 12); всЪ они им'Ьютъ равный ша.гъ винта %, изм1Ьняеиы1 
длиною, проходимою точкою Ю въ тбчен1И того времени Г, въ 
которое т^Ьло совершитъ полный оборотъ вокругъ оси; такъ что: 

(1) ' Ш 

Если винтовое движен1е неравном'Ьрно, но отношеше между 
скоростью поступательнаго движентя параллельно центральной оси и 
угловою скоростью постоянно, то траэктор1И всЬхъ точекъ т^^ла суть 
также правильння винтовыя лин1и равнаго шага; длина шага рав- 
няется помноженному на 27с отношен]ю поступательной скорости къ 
угловой скорости; такое движете твердаго т'Ьла мы условимся 
называть правильнымъ винтовымъ двиоюенгемъ. 

Чтобы получить величину и направлете скорости какой либо 
точки 9И (черт. 60) твердаго т'Ьла въ правильномъ винтовомъ двн- 
жен1и его, надо построить параллелограммъ на поступательной ско- 
рости ЗЯ11«, равной и параллельной скорости точекъ цеитрадьной 
юся, и на вращательной скорости Ш В точки Ш вокругъ этой оси; 

посл^^дняя равна ^ . ШЕ (гд'Ь ШЕ есть перпендикуляръ опущен- 
ный изъ ЭП на центральную ось) и перпендикулярна къ ШЕ я 

къ центральной оси; Д1агональ Ш Ж параллелограмма будетъ пред- 
4Угавлять величину и направлен1е скорости точки Ф1. Такъ какъ 

алоскость параллелограмма перпендикулярна къ лян1и ШЕ^ то ско- 



— 132 — 

рость точки 0№ также перпеяджкудярна къ этой лин1и; такъ какъ 

оараллелограммъ прямоугольный, то провкщя скорости ЗКЖ на 

ианрйвлеи1б центральной оси равна поступательной скорости ШЛ^у 

тангенсъ угла, составляема го скоростью !ЮТГ съ плоскостью перпен- 
дикулярвою къ центральной оси, равняется деленному на 21г от- 
ношен1Ю шага винтовнхъ траэкторШ къ разстояв1ю ЭКД потому что: 

Очевидно, что то же самое построен1е надо прим^^вить для 
получешя величины и направлен1я скорости какой либо точки 
твердаго т'Ьла въ какомъ бы то ни было движен1и; надо только 
знать положен1е центральной оси для разсматриваемаго мгновен1я, 
величину угловой скорости е и величину скорости го^ точки, на- 
ходящейся ва центральной оси; поэтому мы можемъ дать точное и 
наглядное повят1е о величинахъ и направлен]яхъ одновременныхъ 
скоростей вс*хъ точекъ твердаго т*ла, движущагося какимъ бы 
то ни было образомъ, если выразимся такъ: 

ЕслИ; въ какой либо моментъ движен1Я твердаго т'Ьла, мы знаемъ 
положеше центральной оси, величину скоростей гое точекъ ея и 
величину 2 угловой скорости, то, чтобы определить направлен1я 
ж величины скоростей точекъ т^Ьла въ этотъ моментъ, слЬдуотъ 
разсуждать такимъ же образомъ, какъ если бы т'Ьло им'бло рав- 
номерное винтовое движете вокругъ этой центральной оси съ этою 

-скоростью а и съ винтовымъ шагомъ: й = 21г ^. 

Всл'&дств1б этого центральную ось называютъ иногда виптовою^ 
мшовенною осью. 

Мы подчеркнемъ зд^сь некоторый изъ свойствъ скоростей 
точекъ твердаго т4ла, 

Проэкцги, на направлеиге угловой скорости^ скоростей 
всгьхь точекъ твердаго ттьла имгьютг общую величину^ рав- 
ную величинп» скоростей точекъ центральной оси; то есть: 

и; со^ (гоЯ) = гою сов (гVю^) =^ гое (148) 
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Если череэъ какую либо точку тгьла мы проведемъ плос- 
кость, заключающую скороспк этой точки и притомъ парал' 
лельную лпновеной оси, а затгьмъ дру1ую плоскость, перпен' 
дикулярную кг первой и также параллельную ко мгновен- 
ной оси, то последняя плоскость пройдетъ черезъ меммряль- 
ную ось. 

Ш основашк этнхъ свойствъ скоростей, моано построить направдени 
и иоложен1е центральной оси, зная велячнни и направлен!» скоросте] 
трехъ точекъ твврдаго т1|а. 

11остроен1е это, предложенное Повселе, заключается^ въ сл^дующеш 
пусть 5М, 1^, 9В, №,, ЗЯ, Ж, (черт. 61) суть скорости треи. тоадкъ И, 
1Я^ ЗК, твердяго гкяяг, цроведеиъ иион равяыя н пар^лельдня этИ1п 
СЕОростянь изъ какоЯ либо точен (на чертеж! 61 нзъ тозви ЗЯ] проведены 
ЗКз^„ параляельная и равная ^УР^, я'Ш,А„ параллельная и равна! 
ЗК, 1^,) черезъ концы этихъ длинъ ороведемъ плоскость (на чертеж! эта 
есть плоскость, проходящая черезъ точки ТГ„ А„ ^1,) и на эту плоокосп 
пэъ той точки, откуда отложены проведенныя длины, опустнхъ перпендн 
куляръ (ЗПа-Л; направлен1е этого перпендакуллра будетъ параллельно цен1У 
ральной оси, а длина его будетъ изображать величину скоростей точек'] 
центральной оси; величины и направлеа1Я ^ялинъ Л4„ 7А„ ТЩ' будуп 
представлять вращательная, воЕругъ центральное оси, скорости точек-в 
Ф„ ая, и 9Кэ. 

Чтобы построить положен1е ценгральной оси, мы проведешь изъ точкв 
ТГ, длину 1^,111, равную и параллельную длян! ^,7, и нэъ т чкн Щ 
длину Ж,П„ равную н параллельную длин! АгТ\ зат!|гъ черезъ точки ЭЯ. 
в П; проведеиъ плоскость Ру перпендикулярную къ П,^, и черезъ точке 
Я] и Пд плоскость Р], перпендикулярную къ П»Т^1; лкшя пбрес!чени 
плоскостей р1 й Р, будетъ центральная ось ЦЦ. 

Дл1 ТОГО, чтобц еще лузле ^асвнть зг^ковъ, которзх; ел'Ъ- 
дуютъ величина е направленна одновременвтъ скоростей точеи 
тверлаго тЬи, т сдЪлаемъ сл-Ьдующве зэлЬчш%: 

Предетавижъ себ! круговую цнлнндрическую повсрхаееть, ось 
которой совпадаегь съ центральною осью; вс4 точки твердого гЬщ 
находащ1асн на этой поверхности, нк&ютъ скорости р^внаа, каса- 
тельнаа къ поверхности и сосгавляющ1Я равнае угля еъ ороиз 
водащики или съ осью поверхности; ч1(1Ъ бм11е радЕусъ цилкя- 
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дричесЕой поверхности, тФмъ больше величивн скоростей и т'Ёмъ 
ближе къ прдюиу уголъ, составляеинй ими съ осью. 

§ 36. Опред^леше положешя центральной осн. 

Такъ какъ скорость и;^ направлена вдоль по угловой скоро- 
сти, то отношешя: 

т С08 (ц?< X) гов со8 (ц?б У) ц>дСов {г(?в2^) 



В 



равны отношен1ю: 






22 ? 



на основаши же равенства (148), последнее южетъ быть пред- 
ставлено подъ сл'Ьдующинъ видоиъ: 

йгою С08 (цуо^) Ра/ю+ ^'ю+Д^<о 

На этоиъ основаши мы южехъ представить равенства (146) 
въ слФдующеиъ видЪ: 



д- = Р'ТОЧ^ 

В ~ Р'+д^+в' 



(149) 



гд4 а?, у, а означаютъ разности а;,— я?», у.— 2^», ^в — ^ю* Одно 

изъ этихъ трехъ равенствъ есть слФдств1е двухъ остальннхъ. 

Первое изъ равенствъ (149) мы передЪлаеиъ сл^Ьдующимъ 
образоиъ: 

^д — уВ= : — 05 = 

_ Ж^^^ — ^Д^^о) — В(Вх'ю — Рг 'ю) 
— 22 ^ 



или 
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Подобвннъ же обра801Ъ нн перед'Ьламъ также ж второе юъ 
равенетвъ (149); нолучпъ уравнетя цевтрадьной оси въ сдф* 
дующенъ вкд^к: 

(150) 



гд4: 



Хв' 


-Хц_ 
Р ' 


_»• 


— Уч. 

Я ' 




х^ 


= х„ 


+ 


(в'«« 


-у'к.Л) 1 


Уч 


= у» 


+ 


(ж'юД 


с» 


'ц 


= ^«, 


+ 


{1^м>Р 





(151) 



Уравнены (150) внражаютъ, что центрадьная ось наралжельна 
углово! екоростн и прожоднтъ черею точку, абеолютння координаты 
которой суть Хц^ ущ^ гц^ мы буденъ назнвать эту точку — точкою Ц. 

Равенства (151) покавнваютъ, что разности между абсолютными 
координатами течекъ Ц ж Ю выражаются формулами подобными 
гЬиъ, который выражаютъ проэкщи вращательной скорости во- 
кругъ точки Ю (см. форм. 96, стр. 85); если въ формулахъ (96) 
заменить: 

д: — а:«чере8Ъ§^,у— у^ череег^н^ — я^черезъ^, 

то получатся разсматрмваемыя нами теперь выраженк разностей: 

Хщ — х^^ у^ — у^, Мц — е^\ М8ъ этого сл'Ьдуетъ^ что длина ЮЦ 

им!Ьетъ такое же направлеше относительно угловой скорости Юй 

(си. черт. 62) и длины ЮП^ представляющей величину и на- 
правлете скорости V)^ точки Ю, какое ии^^етъ вращательная во- 
кругъ точки Ю скорость какой либо точки Ш относительно угловой 

скорости Юй и рад1уса вектора ЮШ этой точки; разница только 
въ ТОНЬ, что вращательная скорость откладывалась отъ точки Ш^ 

длина же ЮЦ откладывается отъ точки Ю. 

Сл^Ьдул правилу, ]фи<едениому въ § 26 (стр. 91), относительно 

вращательной скорости, мыскажемъ, что ЮЦ напраемм епрмо 



« \ 
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стноситвмно наблюдателя, стоящаю ношмц въ Ю,, головою 
по направлент мгновенной оси и смотрящаго на тонну П. 

Величина же разстоян1я ЮЦ получится изъ формула (99), 
выражающей величину вращательной скорости, если зан'Ьнить въ 

ней: направлен1е г рад1уса вектора ЮШ направлен1енъ скорости гсю 

(ЮП на чертеж* 62), а величину г радтуса вектора — величя- 



ною ^; поэтому: 


* / ^^\ 


; 





(152) 

Такимъ образонъ иы видимъ, что для опред'Ьленхя положешя 
точки Ц должно сд'Ьлать сл'Ь дующее: 

Шь точм$ Ю щадо вйзстановить перпендикуляра ю^ плос- 
кости ПЮо (черт. 62) вг та^ко^т направлент^ еъ котораго 

Юя видно по лп^вуЮу а ЮП по правую руку; на этомь на- 

правленги надо отложить длину ЮЩ равную дп>ленной на Я 
проэкцги скорости гою «^ плоскость^ перпендикулярную къ 

направлент угловой скорости; центральная ось Ц^ будетъ 

параллельна ^Юй; скоростей точекг ея будутъ равны Ц1Г=^ 

гою(^о&{гою^)- 

Равенства (146), или (149), или (150), суть уравнетя цент- 
ральной оси въ абсолютныхъ координатахъ; они внражаютъ по- 
ложен1е ея въ пространств*. Мы составийъ теперь уравн1ен1я атой 
оси въ отвоеительннхъ координатахъ, внражающхя положеше ея 
въ саирнъ твердоиъ т*л*. 

Такъ какъ цедтральная ось цррходитъ черезъ точку Ц и 
параллельна угловой скорости, то цы ножемъ пряио написать урав- 
нешя ея: 

гд* ^, 7), с означаютъ относите льння координаты какой либо точки 
центральной оси, ?,,, т]^, С^ — координаты фоши Д. 

Отиоеительння коордииатн ^, Ццу Сц ин опредЪлинъ по абсо- 
лютндиъ шюрдинатаиъ (Х>^ц19ц при полощи форхулъ (46) стр. 56; если 
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же внразинъ, по форнулаиъ (60), каждый И8Ъ коеинуеовъ Х« х^ . . . . у^, 
въ четнрехъ другихъ изъ числа ихъ, то получииъ сл1^дующ1я вн- 
ражен1я для относительннхъ координатъ точки Щ наприм'Ьръ: 

Этому внраженш можно придать бол'Ье сжатый видъ при по- 
мощи слФдующаго преобразован1я: 

Каждая сумма вида: 
{Вс — СЬ) {ВгСг — с А) + {Са — Ас) (Сга, — ЛгСг) + 

+ иь — ва) ил — Вг(н), 

составленная изъ дв'Ьнадцати велмчмнъ: 

А^ Ву С, а, Ь, с 

Ах, Д, Сх 01, ^1, С1, 

« 

межетъ быть написана слФдующимъ образомъ: 



+ ВВгааг+СС\ааг 

ААгЬЬг -гССгЪЬг 

.ААгССгЛ- ВВгССг 



+ ВЪ^А^а + СсхАха 

АОгВгЬ + ССхВгЬ 

ЫахОгС + ВЬхСгС 



если прибавимъ и вычтемъ недостаюц1я прои8ведбМ1я: 

ААгОаг = АагАхй', ВВуЬЪх = ВЬгВхЪ\ ССгССг = ССгСгС^ 



то получимъ: 



{ААг + ВВх + ССУ (ааг + Ь&1 + ссг) — 

— {Ааг + ВЪг + ССа) (^110 + Вф + (71С), 



Полученная нами формула: 
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{Вс — СЪ) (ВгСг — СгЪ^) + (О» — Ас) ((^«1 — ^л) + 

+ (АЬ — Во) (АхЪг — Вгод = 

= (АЛг + ВВ1 + ССг) {(М1 + ЬЬг + ССО— 
— и<к + ВЪ1-{- Ссг) {Ага + ВгЪ + СхС) . . . (154) 

ч 

пржгодится намъ при жногихъ преобразовашяхъ. 

Прим'Ьнивъ эту формулу БЪ 11реобра80ван]ю ьырвлежгя для ^, мы 
получимъ: 

Такинъ образонъ нн получииъ сл^Ьдующ]я внражбН1Я для отно- 
еительннхъ Еоординатъ точк! Ц: 



^ ди}ю С08 (ц^ 2) •*- пою ооа (ц?к) У) ' 

Г«^ СОВ {УНб 3) — ^?ЦУо СОВ (Ц>ю 2) 

У|^ — _______ 



2« 



ец= 



1?1йо сов (у>ю У) — ^Ц>ю сов {Що 5) 



(155) 



По формулаю (150), (151)9(153), (155) ннопред'Ьлинъ по- 
ложеше центрально! оси въ пространств'Ь и въ твердомъ "ЛА 
для важдаго момента дви2ен]я твердаго гбла, если х^^ у^^ ^^^ ф^ ою, 9 
даны въ функц1яхъ времени. 



Прим-брь 17-й. 



а:ю = ^. С08 0)^, у» = Л8ша)^, лг^ = 



тс 



5|5 = а; з«? = — -{- <1)^, а = 0),^. 

Чтобы получить понятае о движеши твердаго !гЬла, выражаеионъ 
этими равенствами, мы представивъ себ']^ три, неизменно связанный одна 
съ другою, 1ИН1И: 0^, ОЮ и 202 (черт. вЗ); он^ связаны одна съ другою 
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такимъ образомъ, что постоянная Д1ина ОЮ есть кратчайшее разстоянхе 
между ЛИН1ЯМИ 02^ и /02 и что утолъ, образуемый этими посл^^дними, иля 
равный ему уголъ ЪЮ27^ сохраняетъ постоянную величину; иредположнмъ^ 
что неизм'Ьняемая система, образуемая этими лин1ями, вращается равно- 
м'Арно съ угловою скоростью со вокрутъ оси 0^ въ сторону, указанную 
неоперенною стр'кЕкою, а въ тоже время н']^которое твердое т^о^ над^Ь- 
тое на ось 702, вращается вокругь вея равном'^рно, съ угловою ско- 
ростью, 0)^, въ сторону, означенную оперенною стркккою; тогда это 
твердое т^ло и будетъ совершать движенхе, разсматриваеное въ этомъ при- 
м^р*]^. 

Между прочимъ зам'Ьтимъ, что ось 202 описываетъ въ пространстве 
однополый гиперболоидъ вращешя вокругь оси 0^; шейка этого гипер- 
болоида есть вругъ, описываемый точкою 20, а уголъ, образуемый съ 
осью 2 производящими ассимптотической конической поверхности, рав- 
няется а. 

По имеющимся у насъ формуламъ, мы найдемъ сл']Ьдующ1я выражен1я 
абсолютныхъ коордияатъ точки Ц: 

Хц = и4со8<|)^ -^ = -дг ^ю» 
уц = Лд1т^ -^ = -5Г У«- 

лгц = 0; г = (осоза 4" ^1У й^ = <»>^ + 20x1)4008 а + <|>1*. 

Эти выражен1я показываютъ, что точка Ц находится на лнн1и ОЮ въ раз- 
стоян1и равномъ: 

отъ точки О; такъ какъ ш^ и г меньше ^, то 2) меньше А. 



Тдкъ какъ ^радаусъ векторъ ОЮ вращается вокругь точки О въ пло- 
скости ХУ, то вм^стЬ съ нимъ изм-Ьняетъ свое положенхе и точка Ц^ опи- 
сывая на той же плоскости окружность радхуса 2); вм^ст^ съ точкою Ц 
изм^няетъ свое положете въ пространств']^ центральная ось, какъ показы- 
ваютъ уравнен1Я ея въ абсолютныхъ координатахъ: 

л; — Д сов (а^ у — 2> 8ш <1)^ е 

0)1 8Ш а 8111 Ы а>^ 8Ш а С08 о)^ Д' 
ГД* 

^В = О), СОВ а 4- О). 
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г 

Геометрическое м^^сто положетй центральной оси въ пространстве 
есть линейиатая поверхность^ уравненхе которой получится по исключеши 
времени изъ предыдущихъ уравнешй; уравнеше это: 



а;!» + у« = 2)* + *» (::^>-|^)^ 



мы представимъ въ сл'Ьдующемъ вщ'Ь: 

ж' + у* е^ 



2)» 2)'со18*» 

гд*: 

В 



= 1, (156) 



со1;д& = 



ш^ЗШа 



Это есть однополый гиперболоидъ вращен1я вокругъ оси 2, шейка ко- 
тораго есть кругъ рад1уса 2), находящШся въ плоскости ХУ, а производя- 
Щ1Я ассимптотическаго конуса составляютъ съ осью Е уголь ^. 

Относительный координаты точки Ц: 

1ц =^ Л ^ 81П 0)1^ = (Л — Л) 81П О^^ 

7? 
Г1ц=^ А -^ С08<»)|^ = (-4. — 2)) С08 о>^^ 

выражаютъ, что эта точка изм']Ьняетъ свое положенье и въ твердомъ т'кгЬ: 
она описываетъ на плоскости ЗХ окружность, вокругъ точки Ю, рад1уса 
равнаго (А — 2)); выЪст1^ съ нею и центральная ось изм'1няетъ свое поло- 
жете въ т±1±^ какъ показываютъ уравнешя ея въ относительныхъ коор- 
динатахъ: 

6 — • (^ — 2)) 8Ш а>^^ тг) — (А — 2)) С08 с^)^^ ^ 

ш 8Ш а С08 Шу^ О) зт « зт ш^^ г * 

Геометрическое м^Ьсто положен1й центральной оси въ твердомъ т^л*! 
есть другая линейчатая поверхность, а именно однополый гиперболоидъ 
в];)ащен1я вокругъ оси 2, уравнен1е котораго есть: 



5« + -п^ :» 



(А — 2))* (А — Ву со1^% 
гд*: 

со1г&, = — 7 



= 1 (157) 



ш81Па 
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Мы еще верненся къ этому црих'Ьру, теперь же пока заи'Ьтимъ, что 
неперес']^Еающ1Я полуоси обоихъ гилербохоидовъ равны другъ другу; въ 
самонъ л.'Ьл'^: 



Псо1ёЬ=Л^ 






^;;г^=^^ж=(^-^)^^*8»1- 



§ 37. Абсондн центральныхъ осей. 

Вообще говоря, центральная ось изнЪняетъ свое положенхе, 
каБЪ въ цространств'Ь, такъ и по отношен1ю къ движущемуся 
твердому т4лу. 

Если И8м'1нен1е положен1я цроисходитъ послЪдовательнымъ и 
непрернвнымъ образомъ, то геометрическое м^^сто положешй цен- 
тральной оси въ пространств'Ь будетъ н'Ькоторая линейчатая по- 
верхносшь, которая, по роду ея образован1я, называется неподвиж- 
нымг аксоидомг центральныхъ осей; уравнен1е этого аксоида 
получится по исключенш времени изъ уравнен1Й (150). 

Геометрическое м^Ьсто положешй центральной оси въ движу- 
щемся твердомъ т!^!^ есть н'Ькоторая другая линейчатая поверх- 
ность, называемая подег^жнымъ аксоидомъ центральныхъ осей; 
уравнеше его получится по исключеши времени изъ уравнен1й (153). 

Первый аксоидъ неподвиженъ въ пространств'Ь, второй неиз- 
менно связанъ съ твердымъ т'Ьломъ и движется вм'Ьст'Ь съ нимъ. 

Изъ самаго опред'Ьлен1я аксоидовъ сл^дуетъ: 

А) что въ каждое мгновенге подвижный аксоидъ имгьетъ об- 
щую производящую съ аксоидомъ неподвижным^ 

В) чт^ скорости вспаъ тп>хъ точекъ подвиоюнаго аксоида, 
которыя находятся на общей обоимъ аксоидамъ произво- 
дящей^ направлены по производящей и равны. 

ВмАстФ съ изм'Ьнен1емъ положен1Я центральной оси изм^Ьняется 
также и положеше точки Д, какъ въ пространстве, такъ и въ 
твердомъ т^лФ; геометрическое мФсто положенШ точекъ Ц въ про- 
странств'Ь есть неподвижная кривая лишя, находящаяся на по- 
верхности неподвижнаго аксоида; геометрическое же м'Ьсто поло- 
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жешй точекъ Ц въ твердомъ тФл^Ь есть кривая Л1Н1Я, находя- 
щаяся на воверхности авсонда подвижнаго. 

Въ каждое мгновеше вривая П^ Д" Д''' , находящаяся на 

подвижномъ авсоид^Ь, ин'Ьетъ общую точву съ кривою ЦхЦ^Ць , 

находящеюся на неподвижномъ авсоид'Ь (понятно, что общая точка 
находится на общей производящей обоихъ аксоидовъ). 

Мы сейчасъ докажеиъ, что въ этой общей точк'Ь об! кри- 
вня составляютъ конечный уголъ одна съ другою. 

Пусть (Сцуц ^ц — абсолютння, а %ц у^ Ск — относитеяьння 
координаты точки, общей об^Ьимъ кривыиъ въ моиентъ Ь\ въ течен1и 
безвонечдо-налаго промежутка времени М общая точка перем'Ьстится: 
по неподвижной кривой— на безконечно-малую длину Лв ея дуги, 
а по подвижной кривой — на безконечно-малую длину (2? ея дуги; 
проакщи первой длины на оси координатъ X, У, 2 равны нри- 
ращешямъ, получаемымъ координатами Хц уц ац въ теченш безк. иа- 
лаго промежутка времени с11; проакщи второй длины на оси коорди- 
натъ 2, Г, 2 равны приращен1ямъ, получаемымъ въ течен1И того же 
промежутка времени координатами ^^ т)^, Сц. Означинъ черезъ А; и х 
направлен1Я касательныхъ, проведенныхъ ивъ общей точки къ кри- 
вымъ: неподвижной и подвижной. Согласно сказанному, будетъ: 



_ ^ ,, _ ,^ ^^« ГЫГ\. Л6 _ ^ 



Лхц = "3^ ^^ = ^5 сов (АХ); сКц = -^сИ '=^ Ло соз (х2) 

с1уц = -^ (И = с18 сов (й;У); с1г1ц = -^сИ = с1а сов (хт) 

й^е^ц = -;|[^ ей = с?5 сов (Л^); е^С,, = -д^ СЙ = сЬ сов (х2) 

косинусы же угловъ, составляемыхъ направлен1емъ« х съ непод- 
вижными осями, выражаются формулами: 

1 






\ 
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Чтобы опредАлть зшисямоеть между коеивусаид угловъ, (ю^тав* 
^и|е]|ыxъ направлешлни А; и х съ каждою идъ иеводвижннхъ осей во* 
ординатъ, мы возьжемъ уравнешл 45 (стр. 56), выражающ1Я Боордн- 
Е9лихцУщ19ц въ координатахъ ^цГ^^^е возыекъ производнна отъ 
нихъ по {] подучджъ три уравненья, первое язъ которнхъ с д<Ьдующее: 



^Хц С[Хю I у \г ]_ 1 I Г ».» I ^Н 1 I ^'П** I ^ 



Ц 



или: 

Лз С08 {]сХ) = {Хю + ^'х + ^«♦Н-'я? + С|,V'я,) й^ -|- йа С08 (хХ); 

сумма, помноженная на М и находящаяся во второй части этого 
равенства, равняется проэвщи на ось X скорости той точки твер- 
даго гЬла, въ которой находится точка Д; эта сумма равна 
гюц С08 {^^ОцX) = «;^ сов (0^. 

Поступая такинъ образомъ, мы получимъ три сл'Ьдующхя ра- 
венства: 



йв С08 (ЙХ) = ЙО С08 (хХ) -{- М'н^^ С08 (ИХ) 
из С08 ()ЬУ) = Ло С08 (хУ) + ^Ч^^ С08 {Р^У) 
из сов (Л^) = Йа С08 (х^) + V)цй^ С08 (й^') 



, . . (158) 



выражающ1я, что безконечно малая длина й$, отложенная по на- 
правлешю к^ есть геометрическая сумма безконечно малой длины (2а, 
отложенной по направленш х, и безконечно малой длины го^^ 
отложенной по направленш центральной оси ^^(^°. 

Изъ этого видно: 

что касательная лиши Цк и Дх, проведенный изъ общей 
точки Ц къ об4имъ цривымъ Ц Цх Ц%.... ЦП Д". • . , со- 
ставляютъ одна съ другою некоторый уголъ кЦ% (черт. 64). 

что эти касательныя лиши лежать еъ одной плоскости съ 
центральною осью 2(2 о. 

Но очевидно, что плоскость, проведенная черезъ производящую 
Щ"" и черезъ касательную линш к^ есть касательная плоскость 
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къ неподвижному аксоиду, проведенная въ точк^Ь Ц\ точно также 
плоскость, проведенная черезъ ту же производящую и черезъ ка- 
сательную ДИН1Ю X, есть касательная плоскость къ подвижному 
аксоиду, проведенная въ точкЪ Ц\ следовательно оба аксоида 
П'Ьютъ общую касательную плоскость въ общек точк^^ Д. 

Общая точка Ц есть основанхе перпендикуляра, опущеннаго 
изъ точки Ю на общую производящую; если иы перем^нинъ точку Ю 
на другую какую либо точку Ятвердаго т^ла, то получимъ, вм-Ьсто 
точки||Д, другую точку ^(черт. 65) центральной оси, находящуюся 
на основан]и перпендикуляра, опущеннаго изъ точки Л' на туже ось; 
геоиетричесшя н^ста посл'Ьдовательннхъ положен1й точекъ 7 въ 
пространств* и въ т4л4 будутъ кривыя лиши: ЧЧ,Ч^..., нахо-- 
дящаяся на неподвижномъ, и 7 7' 7^' ... , находящаяся на подвиж- 
номъ аксоид'Ь. То, что было доказано относительно касательннхъ 
лиши, проведенныхъ изъ Ц къ линхямъ Д Д ' Д". . . . , и Д Дх Дг . • . . , 
прии:Ьняется также и къ касательннмъ лишямъ, проведенннмъ изъ 

точки 7 къ кривымъ 7 71 72 7 7' 7". . . . ; а такъ какъ 

точка Я можетъ быть взята въ какой угодно точки т-Ьла, то точ- 
кою 7 можетъ быть всякая точка общей производящей; следо- 
вательно мы можеиъ теперь сказать следующее: 

С) Во всгьхъ точкахъ общей производящей оба аксоида имтьютъ 
общгя насательиыя плоскости. 

Изъ того, что высказано въ пунктахъ -4, Б, С настоящаго 
параграфа, мы получаемъ следующее понят1е о движеши подвиж- 
наго аксоида по неподвижному: 

Подвижный аксоидъ во всякгй моментг движенгя имтьеть 
общую производящую съ иеподвижнымъ и сопрг^касается сь 
нимъ вдоль по всей этой линщ движенге подвиоюнаго аксоида 
есть катаиге по неподвижному аксоиду^ соединенное со сколь- 
жетемъ вдоль по общей производящей. 

Чтобы судить, насколько опред^лительно такое выражен1е дви- 
жен1я подвижнаго аксоида, мы должны припомнить н^которыл 
важнейш1я общ1я свойства линейчатыхъ поверхностей. 
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§ 38. Линейчатыя поверхности разд^Ьдяютея на два класса: 
на косыя и на развертываемый на плоскость *). 

1) Въ косыхг поверхностяхъ отношеше между кратчайшимъ 
радстоян1емъ двухъ близвихъ непересЬБающихся производящихъ 
А и Хз и тангенсокъ угла, составляеиаго ихъ направлешянн, 
приближается къ конечному, неравному нулю, пред'Ьлу, при при- 
ближеши производящей ^2 къ производящей Хх до совпадешя съ 
нею; этотъ пред^лъ мы будемъ означать буквою х* 

2) Въ поверхностяхъ же развертываемыхъ на плоскость 
пред'Ьлъ того же отношен1я равенъ нулю, такъ что кратчайшее 
разстоян1е между двумя безконечно-близкими производящими, со- 
ставляющими одна съ другою безконечно-малнй уголъ перваго 
порядка, есть безконечно-малая величина внсшаго порядка. 

При приближен1и производящей ^^ къ производящей ^^ до 
совпаден1Я съ нею, та точка производящей Х^, которая находится 
въ кратчайшемъ радстоян1И отъ Хг? приближается къ н'Ькоторому 
пред'Ьльному положен1Ю 3. 

3) Геометрическое м^сто точекъ <?, находящихся на всЬхъ цро* 
изводящихъ косой поверхности, есть некоторая кривая лишя, при- 
надлежащая поверхности и называемая лишею сгуженгя косой по- 
верхности; она переспкаетъ производящ1Я подъ н'Ькоторнми углами. 

4) Геометрическое м'Ьсто точекъ 3 поверхности развертывав- 
мой на плоскость^ есть н'Ькоторая кривая лишя, называемая 
ребромь возврата поверхности; каждая производящая касается 
къ ребру возврата въ своей точк'Ь 3. 

5) Въ косой линейчатой поверхности касательный плоскости, 
проведенный въ различныхъ точкахъ одной и той же производящей 
X, проходятъ черезъ эту производящую, но не совпадаютъ одна 
съ другою; тангенсъ угла, составляеиаго касательною плоскостью 



*) Шюторня обпоя свойства дине&чатнхъ поверхностей приводятся вд^еь 
безъ надлежащихъ доказатедьствъ; ихъ можно найти въ 1сурсахъ Аналитической 
Геоиетрхн и приложешяхъ Дяфференц1апнаго Исчнслешя къ Геонетр1и« 

10 
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въ точк* Ж'(черт. 66), отстоящей отъ точки 3 на длину Л, съ ка- 
сательною плоскостью въ точвД <?, выражается сл']^дующею формулою: 

*8в=|-; (159) 

въ точк* Мгу отстоящей на длину Л по другую сторону точки 
5, уголъв будетъ отрицательный, такъ что разстоятя 5Ж" надо 
считать въ одну по производящей сторону пологительными, а въ 
противоположную — отрицательными *) 

6) Въ развертываемой на плоскость линейчатой поверхно- 
сти касательный плоскости, проведенный въ различныхъ точкахъ 
одной и той же производящей Ь^ совпадаютъ одна съ другою. 

7) Въ косой поверхности плоскость, проведенная черезъ произ- 
водящую ^1 параллельно безконечно-близкой ей производящей ^2^ 
приближается,^ при приближеши Ь2 къ Д до ихъ совпадешя, къ 
нормальной плоскости къ поверхности въ точк* 5, проведенной 
черезъ производящую ^1, и совпадаетъ сънею при совпадентиХзСъЬ!. 

8) Въ развертываемой на плоскость поверхности плоскость, 
проведенная черезъ производящую Хх, параллельно производящей 
2^29 сближающейся до совпадешя съ 1/1, становится въ пред'Ьл'Ь плос- 



*) Доказательство формулы (159) не представляетъ затрудпенш: пусть 
САВЬ^ (черт. 66) есть производящая, безковечно-бдязвая къ лрожзводящей 
М^ЗМ!!^; ЗА — кратчайшее разстояше между ними; сАЪ — дишя паралдельвал 
производящей Х^, проведенная черезъ точку Л\ плоскости прямоугольныхъ тре- 
угольниковъ МВЬ и М^Сс перпендикулярны къ производящей 1^^. Таягенсъ 

угла ВМЪ равняется отношешю ВЪ : МЪ; взъ прямоутольнаго же треугольника 
ВЬА мы получииъ: 



ВЪ=:АЬ 1^ {ВАЬ), 
поэтому: 

*8 (ВМЪ) = т. -^вЩ^; 

отсюда, въ пред'кЕ'Ь, при приближеши Ь^ къ ^^, получается формула (159), 

такъ какъ уголъ ВМЪ приближается къ О, длина МЗ — къ Л* & остальное от- 

1 
ношеше — къ — . 

X 
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«остью вркВВ09НБГ ребра возврата въ точк^^ 3 жроазводящей 1^ 
«у виФст'Ь съ т'Ьп^ каеательиою пдоскостьш къ аоверхвостя по 
то1 же пронаводящев. 

§ 39. Изъ пуввБтовъ 5 к 6 предыдущаго параграфа сл'Ь^ 
дуетъ, что косая поверхность, ии'Ьющая общую производящую 
хъ развертываемою поверхностью, ложетъ касаться посд'Ьдней въ 
>одш)й точк'Ь общей производящей, но не во всЬхъ, 

Отсюда видно, что если одинъ изъ двухъ аксоидовъ есть ко- 
4ЯЛ линейчатая поверхность, то другой не можетъ быть развер- 
ТЕГваенннъ на плоскость и обратно; т. е. оба аксоида должны 
быть одного и того же класса линейчатыхъ поверхностей: 
или оба развертываемые^ или оба косые. 

Для того, чтобы дв* косыя линейчатыя поверхности могли 
♦сопривааться во всЬхъ точкахъ общей имъ производящей, необ- 
ходимо, чтобы законъ распред'Ьлешя касательныхъ плоскостей во 
всЬхъ точкахъ этой производящей былъ одинъ и тотъ же для 
об'Ьнхъ поверхностей; формула (159) показываетъ, что для этого 
необходимо, чтобы параметръ х ^^^ общей производящей былъ 
сдинаковъ у обгьихъ поверхностей. Для того же, чтобы об* та- 
К1я поверхности д'Ьйствительно пришли въ соприкосновен1е во всЬхъ 
точкахъ общей производящей, необходимо, чтобы линги сгуже- 
тя обгьихъ поверхностей пересп>клись въ одной точкгь общей 
производящей и Чтобы касательныя плоскости кг обгьимъ пО' 
-верхностямг въ этой точкть совпадали. 

Отсюда, въ прим'Ьнеши къ линейчатымъ аксоидаиъ, мы мо- 
^кемъ вывести сл'Ьдующ1я заключен1я: 

Еогда оба аксоида суть косыя линейчатыя поверхности, 
то параметры хг производящихъ подвижнаю аксоида должны 
быть равны параметрамъ ^ тП}Хг производящие неподвижнаго 
аксоида, съ которыми они совпадутъ при движети тгьла; такъ 
что если некоторая производящая В' перваго аксоида дожна бу-» 
детъ совпасть съ производящею Ьг втораго аксоида, то параметръ 
лроизводящей Ег долженъ равняться параметру производящей Ь'. 

То положенье, которое занимаешь подвижный косой аксоидъ 

10* 
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въ пространствп^ въ какой либо момецтъ <, есть положенге &пол- 
Н1ь определенное, такъ какъ некоторая определенная производя* 
щая ^' его должна тогда совпадать съ определенною производящею 
2^1 неподвижнато акеоида, точка З' пересечешя производящей Ь^ 
и лянш съужензя перваго ахсоида должна совпадать съ точкою 
З1 пересечешя производящей ^^ и лиши съужешя второго аксода 
и касательная плоскость въ точке 3' къ первону аксоиду должна 
совпадать съ касательною плоскостью въ точке $1 ко второиу аксоиду. 

Гипербоюиды вращетя, служащге авсоидами въ движегаи твердага 
т^ха, разсмотр^нномъ въ пршг]^ре 17-11ъ, инеютъ 1ин1я]1К съухешд те 
окружности, которыя описываются точками Ц въ пространстве и въ твер* 
домъ г&1е. Всдедств1е симнетрш однополаго гиперболоида вращен1а вокругъ 
его оси, вс]^ производящ1я его им^ютъ общ1й параметръ Х1 равный длин^ 
неперес^кающей полуоси гиперболоида '"). Оба аксоргда въ примере 17-мъ 
должны им']^ть равные параметры у, то есть равныя неперес^Ькающхя 
полуоси: 2)со1;8^ и ^^со!?^,, что и было уже замечено тгь § 36 при раз- 
смотренш этого прим'Ъра. 

Мы знаемъ, что мгновенное движете подвижнаго гиперболоида со* 
стоить изъ вращен1д его вокругъ центральной оси ^^ (черт. 67) съ угло- 
вою скоростью 



Я = V <о^ -}- 2<«><»>^ с08 а -|- 0)1* 
и изъ свольжешя по этой оси со скоростью: 

грц == «7юС08 [гою») = 2 — ' 



*) Параметръ ^ пронзводящихъ гидербодовда вращени. 

_5!_±у!. _ ?! — 1 

• 

можетъ бвть внчисленъ сл'Ьдующимъ образомъ: внчнслвмъ тангенсъ угла в 
между Еасательннии пдоскостлми, проведенными въ точкахъ, им'1ющихъ Еоорди- 
ватв: (а, о, о) и (а^ а, Ъ); эти точки лежать на одной орямолняейной про- 
^вводящей, яервая на шейв^ поверхности, вторая — ва раэстояши равномъ 

уа'^ + Ы отъ первой. Параметръ х ооред'Ьдится мзъ формулы (15В), въ кото» 
рую подставимъ: 

получимъ: х = ^* 
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Отношеше ^Сц : &, оаред^дяющее величину шага мЕовеннаго винтоваго 
движен1я, равное: 

можетъ бить внражено въ ведичинахъ Д 2)1, ^, ^^^ опред']Ьдяющихъ раз- 
меры и относительное положенхе гипербодоидовъ; двд этого мы предста- 
вимъ посл'Ьднее равенство въ сл^Ьдующемъ вид*]^: 

»" щ ВХПа 



Г О* Е гГ 



зат^мъ возьиемъ им']^ющ1яся въ § 36 выражешя: 
«зъ которыхъ составииъ друг1я, сл^^дующ1я: 

С08 & = -д ' С08 &1 = д» 

кром"]^ того известно, что: а « ^ -}- д^, поэтоиу разсматриваемое отношен1е 
внразнтся следующею формулою: 

^~(^ + ^)соз&соз»,' 

которую можно написать такъ: 

{Ь + -Ш=^+'«'^ (160) 

Относительное движете гипербодоидовъ другъ по другу встр'Ьчается 
въ Практической Механике въ теор1и гиперболпческихъ колесъ, служащихъ 
для непосредственной передачи вращен1я между двумя неперес^^кающямися 
и иепараллельныни валами; вращательное движен1е каждой пары такихъ 
волесЪ) сц'Ьшенныхъ другъ съ другомъ зубцами, расположенными вдоль по 
производащимъ гиперболоидов^ необходимо сопровождается н'Ъкоторымъ 
скольжешемъ соприкасающихся зубцовъ, другъ по другу, вдоль по общей 
производящей гиперболоидовъ. 



*) Разность (^1 — 2>) мн зд^ означили черезъ В^, 



На чертеже 67 орезитавлевы два гнпербоюида, сопрвкасаюшдеса по> 
обшев производящеЗ. 

ВсяБ12 л.ъ'Ь развертнваекыл ва олосвость ливейчатыя поверхно- 
сти будутъ соаракасаться одна съ другою во вс4хъ точвахъ общей 
амъ вровзводлщей тогда, когда совоадутъ касательпыя плоскостж, 
дроведевныл къ обФнмъ поверхностямъ череаъ обязую аровзводящую. 

Нетрудно ввд4ть, что это услов1е еще не вполв* опред'Ьляегь 
11олохев1я обФихъ поверхностей относвтельно другъ друга, такъ 
вакъ ра8стояв1е 1ехду т'Ьмж точками 3^ ж 3" общей производя- 
щей, которня привадлехатъ ребрамъ возврата об'1^ихъ поверх- 
ностей, иожетъ быть пронзвольвынъ. 

Если, оба аксовда вавого лвбо двихе111я твердаго тФла суть- 
ливейчатыя разверти ваемыя поверхвоств, то подобной неопред^^ 
ленвоети существовать ве будегь, такъ каЕъ юхво доказать, что 
въ зтихъ сдучаяхъ точки Зг а ^ долхвы совпадать. 

Пусть X (черт. 68) есть общая производящая об'Ьихъ аЕсовдовъ^ 
въ иохевтъ ^, Х, в ^" суть тФ производящ!я неоодвихнаго в под- 
вихваго аксоидовъ, которые совнадутъ одна съ другою въ ноиектъ^ 
{I + М). Такъ вакъ оба аксоида суть развертываеиыя лиаейчаты» 
поверхвости, то кратчайшая ра8стояа1я ^^^^ и ^'^" производлщихг 
Ха и ^" отъ производящей Ь суть безковечно-иалыя величины ввс- 
шаго порядка сравнительно съ углами, составляемыми направле- 
ниями втихъ производящихъ нехду собою; эти углы (мехду 1,1 и X н 
иехду I.'' и Х) мы дредполагаемъ без конечно- палыми аерваго по- 
рядка. Ра8столн1я /1^1 в ^'3' суть величавы безковечно-иалыя, 
обрашающ!яся въ вуль при ариблихен1и Ш къ пулю. 

(На чертехЪ 68 плоскость ^^ есть общая касательная плос- 
кость къ обонмъ аксовдамъ; производящая ^з^^, находящаяся по- 
сю сторову втой влоскости, нроведева еплошвою чертою, вроиз- 
водящая хе ^'^'', находящаяся но ту стороиу плоскости ^^, 
проведена разрыввою чертою). 

Точку ^1 иы прнмемъ за точку Ц для момента I; въ нокевтъ- 
((-ЬйО этою точкою будетъ слухить находящаяся ва производя- 






■■у 
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щей Хз точка Цг еъ которою въ атотъ момелтъ совпадаетъ точка 
Ц\ находящаяся на производящей Ь ^ 

Такъ какъ длины ^1^1 и ЗгЦ' суть хорды дугъ (ЛзиФзу описан- 
ныхъ въ течеши безконечио-малаго времени сИ точками Ц на обоихъ 
аксоидахъ, то эти хорды суть безконечно-малня длины аерваго 
порядка; того же норядка малости и длина Ц1Ц' равная гоц ЛЬ. 

Если принять въ разсчетъ, что длины ^гЗ^ и ^1^1 безкоиечно- 
малы, притомъ 51^1 — перваго порядка, что длина «Тх^а есть безко- 
нечно-малая величина высшаго порядка и что уголъ между произво- 
дящими 1,2 их есть безконечно- малая величина перваго порядка, то 
должны будемъ заключить, что уголъ ЩЗ^Ь есть также безконечно- 
малый уголъ перваго порядка; а потому разетояв1е точки Цг до 
прямой Ь есть безконечно*малая величина втораго порядка, дуга 
же йз^ стягиваемая хордою ЗхЦх^ должна бить следовательно ка* 
сательною къ производящей Ь въ точкЬ 51. 

Изъ равенствъ же (158) сл^Ьдуетъ, что проэкщи из и с^ана 
направлен1е, перпендикулярное къ центральной оси, должны быть 
равны; взявъ за такое направлен1е то, которое находится въ плос- 
кости ^^, мы получимъ: 

(?5 8Ш{Й;2) = С?а81Б(х2); , (161) 

следовательно, если дуга из касательна къ центральной оси, т. е. 
къ ь, то и дуга й^ тоже касательна къ атой производящей; а 
потому разстояше точки Ц до производящей Ь должно быть без- 
Бонечно-малою величиною втораго порядка. 

Точка а! находится на производящей 11\ составляющей без- 
Бонечно-малый уголъ перваго порядка съ производящею X; для 
того, чтобы дта точка отстояла отъ последней лиши на безко* 
яечно-маломъ разстоянш втораго порядка, необходимо, чтобы 
I(^^^ была безконечно-малою. 

Изъ всего сказаннаго видно, что разстояшя Зх/, ^^^^^ З'Зх 
должны быть безконечно-малы, или что разстояше 5' ^1 не можетъ 
быть конечнымъ; то есть точки Зг и 3' должны совпадать. 

И такъ, когда одинъ изъ ансоидовъ есть линейчатая раз- 
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вертыеаемая на плоскость поверхность^ то и другой аксондь 
есть линейчатая поверхность того оюе классам вь каждый мо- 
мента двиоюенгя подвиоюный аксоидъ импет^б опредньленное 
положенье въ пространствп^^ такъ какь онл соприкасается съ 
неподвио/енымг аксоидомъ по определенной общей праивводящей 
и притомъ ребра возврата дтиосъ поверхностей касаются к^ 
общей производящей въ общей тсчкп^. 

Мы приведенъ при1г]^ръ движен1я твердаго т^ла, при Боторокъ аксо- 
иды суть развертываемыя линейчатыя поверхности. 

При]г1ръ 18. Точка Ю описываетъ винтовую :шнш: 

Хю = Лсов 0)^, ую= л 8Ш Ш^, ;егю= тпг^— ^1 

углы же ^, ж и а выражаются тавъ: 

д5 = а, ле? = ^ + ^^> ^ == ^1^- 

Поступая, какъ въ прнм^р']^ 17-]гь, кы навденъ, что точка Д совпа- 
даетъ съ точкою 70, что уравненхя центральной оси въ абсолютныхъ ко- 
ординатахъ — сл-Ьдующхя: 

X — ^со8ш^ у — ^вто)^ I: — гю 

и ЧТО уравнешя ея въ относительныхъ координатахъ суть: 

6 _ Т) _ С " 



шЗШаСОбш^^ швтазШо)!^ шСОВа + ш^ 

Центральная ось расположена въ плоскости ^'ЮЪ (черт. 63) и со- 
ставляетъ съ бсью Ю2' уголъ, тангенсъ котораго равенъ отношенш 

Неподвижный аксоидъ есть развертываемый геликоЕДЪ, ребро воз- 
врата котораго есть кривая лишя, описываемая точками Д, а нроизво- 
ДЯЩ1Я составляютъ съ осью ^ уголъ, тангенсъ котораго равенъ отношенш 
(ш^ 8Ш а : В). 

Подвижный аксоидъ есть круговая коническая поверхность, ось кото- 
рой совпадаетъ съ осью 2; тангенсъ угла производящихъ съ осью равенъ 
отношешю: (ш8ша:г), а вершина движется по ребру возврата неподвиж- 
наго аксоида. 
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§ 40. Скорости точекъ твердаго 1Мл, движущагом 
парадюлъно неподвнхной плоскости. Мгновенинй 
центръ. Центроиды. 

При движен1и твердаго гЬла параллельно неподвижной плоено* 
стИ; если возмехъ эту ллобвость за плоевость ХУ, въ ней точку 
Юу а ось 2 возыенъ параллельною оси 2, тавъ что оеи Е и Г бу* 
дуть заключаться въ плоскости ХУ, ннполучии'ьизъ фориулъ (142) 
I (143) слФдующ1Я вврахешя прозвцШ скорости ^V какой либо точки 
Ш твердаго т'Ьла на иенодви&нмя и подвижный оси координатъ: 



-^ = «<; соз {14)Х) = х'^ — (у—у^) э' 



"3^ = «?оо8(ге;У) = у\ + (л?— ж^э' 






= 



1€ С08 (к;2) = х'п> С08 9 + у'^ 8Ш Э — т^э' 

Ы^ Со8 («;Г) = — х'ю 8т 9+у'ю С08 9 4- ^э' 



(162) 



, . . (163) 



потону что 



ф= 



о ^ = 

о ^ = 



о г. 
о д 



= 



= э 



Хд. = С08 9, [Хд, 



о г = э' 

51П Э, Х« = 8111 Э, 



= С089, V, = 1 



>^г = [А^ =" Vя; = Уу = О 



Угловая скорость въ такоиъ движеши внражается величиною 
производной э'; игновенная ось параллельна оси 2. Изображая угло- 
вую скорость длиною, ин должны откладывать ее отъ точки Ю 
вверхъ, по направлен1Ю положительной оси 2, если $^>0 и въ 
отрицательную сторону этой оси, еслиэ'<0. 

Такъ какъ въ такоиъ движен1И проэкщн скоростей всЬхъ точекъ 
тФла на мгновенную ось равны нулю, то точки, находящ1Яся на 



— 154 — 

центрально! оси, ниФютъ екорости равны! нулю; иэъ этого сл'Ь- 
дуетъ, что при движевш твердаго т^ла параллельно неподвижной 
плоскости скорости точекъ н-бкоторой пряжой ЛИШИ) перпендиву- 
ллрной жь этой плоскости, равны нулю. 

Тавъ вавъ такое движете всего твердаго т1^т вполн'Ь одред'Ь- 
ллется движешенъ какой либо плоской фигуры, неизменно связанной 
съ т!Ьломъ и начерченной на плоскости гг, то обыкновенно разсуж- 
даютъ о скоростдхъ точекъ только этой плоскосги; понятно, что эти 
разсуждешя распространяются и на вс^ точки твердаго т'Ьла, такъ 
какъ одновременныя скорости вс^хъ точекъ, находящихся на одной 
лиши, перпендикулярной къ плоскости ХУ, равны и параллельны. 

И такъ иы скажемъ, что при всякоиъ непоступательномъ дви- 
женш плоской неизменяемой фигуры въ ея плоскости, для всякаго 
момента движеп1я, существуетъ своя точка на движущейся плос- 
кости, скорость скоторой въ этотъ моментъ равна нулю; эта точка 
называется мгновеннымъ центромг этого момента. 

Абсолютный и относительныя координаты: ж^, Уеу ?с, '»1с1 мгно- 
веннаго центра опред'Ьлятся для каждаго момента движен1Я изъ 
сл'Ьдующихъ равенствъ: 



Хс = х^—^;Уе=Ую+^ (164) 



д:? ю 8Ш 9 — у ю соя э 

^^ ~ э' -^ 



я/ю С08 9 + ^/ю 81П 9 

■пс = ^, 



I 



(165) 



Одновременныя скорости всЬхъ точекъ твердаго т4ла суть 
вращательныя скорости вокругъ центральной мгновенной оси, про- 
ходящей черезъ мгновенный цонтръ и перпендикулярной къ плос- 
кости ХУ; въ самомъ Д'Ьл'Ь, изъ равенствъ (162) и (164) можно 
получить сл'Ьдующ1Я выражешя: 

го С08 (го^Х) = — {у — у с) э'; го со^{гоУ) = (х — Хс) э\ 
Прик'ЬннлЕЪ формулы (164) и (165) къ опред'Ьленш поюжен!^ мтно- 



— 155 — 
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деннаго центра въ движен1дхъ пр|[м:]Ьровъ 11 и 12. Въ црим^р']^ И-мъ мы 
найдемъ: 

Хе = 0, Ус=^0, $с = — Д Ъ=0- 

Впрочеиъ въ 8Т01гь прин^р^ и безъ вычислешй видно, что мгновен- 
ный цвнтръ посталвно налсодится въ иачаж^^ О неиодвижинх*^ осеб коор* 
динатъ. 

Въ прил'Ьр^ 12-мъ мы найдемъ: 

Хс = 2Л С08<й^, Ус = — 2Вып <1)^, 
?с = ^2 00820)^, тг|с = — -К 8ш2а)^ 

Первыл' два язь эгнхъ четыреосъ равенствъ выражаютъ, что: 

то есть, что мгновенный центръ находится на одной прямой 1иши съ юч- 

Еами О и ^0 и отстоитъ отъ О на разстолше вдвое большее длины ОЮ; 
отсюда видно, что подоженхе мгновенваго центра на ненодвижвой ндос- 
кости ХУ неирерывно изм:&няетсд вм^^ст']^ съ изм']^нен1емъ подожен1я 
точки Ю и что геометрическое м-Ьсто подожен1й его на этой плоскости 
есть окружность, уравненхе которой: 

X,' + у,' = ^Е\ 

Относительныя координаты мгновеннаго центра тоже изменяются 
непрерывнымъ образомъ съ течен1емъ времени, такъ что геометрическое 
м*сто положен1й его на движущейся плоскости 2Т есть кругъ, урави№1е 
котораго: 

дентръ этого круга находится въ точк-Ь Ю. 

Въ большннствЪ случаевъ коордннатн х^ Уе^ 1еу '^е игновеннаго 
центра еуть неорернвння функщи времени, то есть мгновенный 
цвнтръ непрернвю изм^нле^ъ свое водо«ен1е, вакъ на неоодвяжной 
плоекоети ХУ, такъ ж на движущейся пдое&ости ЕГ. 

Геометрическое М'бсто нологен1й мгновеннаго центра на не- 
подмяшой плос&оетн ХУ, есть н'Ькоторая кривая лшл, назы- 
ваемая неподвижною ценшроыдою. 



I 

I 
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Геометричесвое иФсто положешй игновеннаго центра на под- 
вижной плоскости гг есть другая кривая дин1я, назнваеная под- 
вижною центроидою. 

Уравнен1е неподвижной центроиды получится но исключен1и 
вреиени изъ уравнешй (164); уравнеше подвижной центроиды 
получится по исключенш времени изъ уравнен1Й (165). 

Въ каждый моиентъ движен1я подвижная центроида, неиз- 
м'Ьнно связанная съ плоскостью гт и участвующая въ движен1и ея, 
ин'Ьетъ общую съ неподвижною центроидою точку, служащую игно- 
веннымъ центромъ движешя въ этотъ моиентъ; всл'Ьдств1е дви- 
жешя подмжной центроиды, совпадеше какой либо точки С' под- 
вижной центроиды съ н'Ькоторою точкою Сг неподвижной цент- 
роиды существуетъ только на мгновеше, зам'Ьняясь немедленно сов- 
паденхемъ двухъ сосФдвихъ съ ними точекъ этихъ кривнхъ. 

Можно доказать, что движен1е) совершаемое подвижною центро- 
идою, есть каташе ея безъ скольжен1Я по центроиде неподвижной. 

Это будетъ доказано^ коль скоро мы уб'ЬдимсЯ; что общая 
точка обФихъ кривыхъ есть вмЪст'Ь съ тФмъ и точка прикосновен1Я 
ихъ и что точка прикосновен]я перемещается на равныя длины 
дугъ по об'Ьимъ кривымъ. 

Пусть СхСаСв .... есть неподвижная центроида (черт. 69), 
С'С'С'" ... — подвижная центроида въ томъ положен1и, которое 
она занимаетъ въ моментъ 1\ въ этотъ моментъ точка С^ совпа- 
даетъ съ точкою Сх] х^ у с суть абсолютныя координаты точки 
Сгу а Ее, тпс! — относительный координаты точки (У. 

На чертеж'Ь (70) представлено положен1е подвижной центроиды 
въ моментъ {-^-сИу въ который точка О' ея совпадаетъ съ точкою 
Сг неподвижной центроиды. Точка С^ безконечно-бдизва къ точкФ 
(?!, такъ что абсолютныя координаты ея разнятся отъ абсолют- 
выхъ координатъ последней на величины безконечно*малыя Л^СсуЛус] 
точка С" также безконечно близка къ точкЪ (У и относительный 
координаты ея равны ?с+^5с и т^с +^1^- 

Величины Лхсу ^^^ й^с) Л-Це мы получимъ черезъ дифференци* 
роваше по ^ равенствъ (164) и (165); мы найдешь изъ (164): 
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йхс — {х^ — р) Л1\ йус = {Ую +^)Л1у . . . . (166) 
гд'Ь для БратБости приндтн обозначешя: 

(шъ |16б): 

А1с = (Л^'ю С08 Э + У'ю 81П Э + а 81П Э — р С08 э) СЙ = 

= ((л^'ю — Р) С08 Э + (2/'к> + а) 81П а) («^ [..(167) 

Л-г^с = {{у'ю + а) С08 9 — (ж'« — р) 81П э) Л1 

Изъ равенствъ (166) и (167) сд4дуетъ: 

б?Т| = — йХе 81П 9 + фс С08 9 ] 

Назовемъ черезъ йзжЛо длины безБонечно-малнхъ дугъ Сг (7а и 
С С\ а черезъ А; и х направлен1я Басательннхъ лиши, проведен- 
ннхъ Бъ неподвижной и БЪ подвижной центроидаиъ иаъ общей 
точБИ (Л, с/ въ стороны перем'Ьщен1Й общей точби по Бривынъ. 

Изъ равенствъ (168) мы легБО получинъ: 



йо=V{й^'+{ау^,у=V{с^x;,;'+{ау,у=^ — (169) 

то есть^ что длины безБонечно-иалыхъ дугъ, пройденныхъ въ течети 
безБонечно-иалаго времени общею точбою по об'Ьимъ Бривынъ, равны. 

Если разд'Ьлить первый части равенствъ (168) на^^о, вторыя 
на Лз^ а вм'Ьсто сое 9 и 81П 9 подставить: въ первонъ равенстве 
К и Ху, во второмъ 11у и ( — [Аа-), то получииъ: 

-35- = С08 (хГ)= -^\^хЛ -^ ъ> 
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ЕЛЕ 

С08 (хЕ) = С08 {Щ ^ 

С08 (хТ) = С08 (кг) 

ТО есть: направден1б к совпадаетъ съ ваправлев1енъ х. 

Доказавъ такЕмъ образомъ, что подвЕЖная центроЕда касается 
Бъ неподвЕЖВой цевтроЕД^Ь въ точБ'Ь, служащей нгвовеннымъ цен- 
тромъ въ разсиатрЕваемое мгвовен1б е что длевн дугъ, ваклю- 
чающЕХся ва об'Ьвхъ врЕвыхъ между соотв'ЬтствеввыиЕ точкамЕ, 
раввы, мы вправе сказать, что при движенги плоской неизмгь' 
няемой фигуры вг ея плоскости^ подвижная центроида ка- 
тится безъ скольженгя по центроидгь неподвижной. 

Въ прим^р']^ 12-мъ подвижная центроида есть кругь радауса Д про- 
ходящ1й своею окружностью черезъ начало координатъ; онъ катится по 
по неподвижной центроид'^, которая есть кругъ рад1уса 2^?, им']&ющ1Й 
центръ въ начал'Ь координатъ. Катящ1йся кругъ находится внутри не- 
подвпжнаго. 

Въ прим-Ьр* 13-мъ уравнен1я центроидъ можно составить сл'Ьдующимъ 
образомъ. 

Уравнен1Я (164) будутъ: 

_ , (1)-йсо8со^ (нал 

Хс = Всо^<^>Ь 17 — » и«^; 

Уе=^В В1Па>1 ^, (1/1) 

производная э' опред'1лится изъ равенства: 

-, = ХгС08Э, (172) 

которое получается череэъ дифференцврованхе по времени равенства: 

2? 81П<1)^ + Х8Ш 9 = О (173) 

Исключивъ изъ равенствъ (170) и (172) производную э\ мы получимъ ра- 
венство: 



X, 



В С08 0)^ = 1у С08 9, (174) 
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которое, вм'Ьст^ съ равенство1[ъ (173), послужить для исключешя утла а; 
получнхъ: 

х^ — 2х,Вс,^ът1 = V — ]3^ (175) 

Для исключешя отсюда времени 1, иы вовьмемъ, получающееся изъ 
(170) и (171), равенство: 

изъ котораго получимъ: 

С08ш<==-7===; (176) 

ё 

наконецъ, по исключенш времени изъ равенствъ (175) и (176), найдемъ 
уравнете неподвижной центроиды: 



^(1-.7||5) = ^"-^ С") 



ББфажен1я (165) въ этомъ прим']Ьр]^ получаютъ сл^Ьдующ1Й видъ: 

?<; = ^С08(ш* — Э), Т|в = — -^8Ш(о)* — Э) . . . (178) 

• 

Чтобы составить уравнете подвижной центроиды, надо исключить ^ш, э, 
^ изъ этихъ равенствъ и изъ равенствъ (172) и (173). 

Мы составимъ сначала изъ равенствъ (178) сл-Ьдующхя: 

',.... (179) 

$ 8Ш а + Т)С08д = ^ 8Ш й>1 

изъ когорыхъ получимъ: 



э 



^=У^+щ^ (180) 



УдаливЪ| при помощи равенствъ (172) и (173), величины со8ш^ и вИпЫ 
изъ равенствъ (179), получимъ равенства: 

($ Ь) С08 Э — 7) 81П 9 = О 
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нзъ которнхъ, по исключении утла 9, получимъ уравнеше подвижной цен- 
троиды: 

(5-|1/?«.+ т)«)(5 — Х) + ^ = .... (181) 

Об1^ центроиды изображены на чертеж*]^ 71-мъ. 

Неподвижная центроида им^етъ дв']Ь в']&тви, уравнешя которыхъ мы 
напишемъ въ полярныхъ воординатахъ (полюсъ — точка О, полярная 
ось — ось ОХ). 

Уравнеше в4тви- С^СоСг есть: г^=В + У — ^^о — 



САС. . г-В-/!^=^^-). 



о(^ в^тви им^ютъ общую ассимптоту, перпендикулярную къ оси X и пере- 
секающую эту ось въ разстоянш У^Х* — В^ отъ начала координатъ. 

При одномъ полномъ оборот*]^ точки Ю вокругъ точки О, мгновенный 
центръ совершаетъ сл']^дующее движете: вм^ст'Ь съ выходомъ точки Ю изъ 
положешя Юо) мгновенный центръ выходить изъ положенхя Со и направ- 
ляется, какъ указываетъ оперенная стр']^ка» въ сторону положительной 
оси 7; когда точка Ю придетъ въ положеше Р, мгновенный центръ уда- 
лится на безконечно-большое разстоян1е въ сторону положительной оси У» 
но при дадьн']^йшемъ движенш точки Ю онъ появится изъ безЕОнечности 
съ совершенно противоположной стороны на в'Ьтви СаС,, по которой будетъ 
приближаться къ точк*! С^у по ж^^^ приближен1я точки Ю къ положе- 
нш Ю,; при движеши точки Ю отъ положешя Ю^ къ положенш ЛГ, мгно- 
венный центръ будетъ двигаться по кривой С^О^^ въ моментъ прохождетя 
точки Ю черезъ точку Ж произойдетъ снова скачокъ мгновеннаго центра 
со стороны + оо на сторону — оо, посх']^ чего мгновенный центръ появится 
на кривой С5С0. 

Подвижная центроида им^етъ также дв^ в'Ьтви: СШ^О^ и С^1Л/)\ 
Мы напишемъ уравнетя этой кривой въ полярныхъ координатахъ на 
плоскости НТ, полюсъ которыхъ мы возьмемъ въ точк"]^ Юу а полярную 
ось направимъ по положительной части оси Я. 



*) Это равенство даетъ отрицательння величнвн для радхусовъ векторовъ 
точекъ в11тви С^С^С^; это означаетъ, что соотв^тствениая точка кривой нахо- 
дится на отрицательномъ продолжеши радауса вектора, проведеннаго подъ углоиъ 9 
къ полярной оси. 
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Поюживъ въ уравненщ (181) 8 = рсо8^, 1Г] = р8ш&, мы получииъ изъ 

него уравнен1е: 

у. X — Д сов ^ 

которое, для угловъ ^ не ббльшихъ а и не иеяъшихъ ( — а) (гд'Ь а есть тоть 
уголъ, косинусъ котораго равенъ охношенш ^В къ X и при которомъ ра- 
д1усъ векторъ долучаетъ безконечно-болшую величину), даетъ радгусы 
векторы в'Ьтви С'Ш^С^^ а для остальныхь угловъ 1'> — отрицательныя вели- 
чины радхусовъ векторовъ в-Ьтви СЧИ^^^С 

Об*! в'][;тви касаются одна другой въ точк']^ Ш(, и ин^ютъ, каждая, по 
два ассимптотическ1я направлешя; а именно: в'Ьтвь СК^С^ — - направлен1я 
составляющ1я съ осью Б углы + « и — а, ъ'кхвь С^^С — направлен1я, 
составляющ1я съ осью Е углы (тг — а) и (тс + а). 



ГЛАВА Ш. 

Относительное движен1е и скорость точки по отношен1Ю къ 
движущемуся твердому тЪлу или по отношежю къ движу- 
щейся неизм-Ьняемой средЪ. 

§ 41. Относительное дв1гжен1е точки по отношешю къ дви- 
жущемуся твердому т4лу есть переходъ ея черезъ точки этого т-Ьла, со- 
вершающИся, съ течеюемъ времени, носл^Ьдовательно и непрерывно. 

Положенхе движущейся точки М въ движущемся твердомъ 
тФл'Ь выражается относительными координатами ея Е, 11], С по 
отношешю въ воординатнымъ пдосвостямъ ТЛ92, 2^0г, 22(9г, не- 
изм'Ьнно связаннымъ съ т:Ьломъ. 

Если точка М находится въ относительномг покогь по от- 
ношен1Ю къ движущемуся твердому тФлу, то относительныя коор- 
динаты ея по отношенш къ нему суть величины постоянныя. 

Если же точка М находится въ относительномъ движеши 
по отношешю къ движущемуся твердому т'Ьлу, то относительныя 
координаты ея по отношен1Ю къ нему суть н'Ькоторыя функц1И времени : 

« = Ш;^ = Ш,С = М<) (182) 

11 
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Непрерывная лжшя, которую точка М чертить въ т^^^, назы- 
вается траэкторгею атноеительнаю движенхя ея по отношешю 
къ 9Т01У гЬлу; по иеключенш времени изъ равенетвъ (182)^ мы по- 
дучимъ два уравнен1я этой кривой въ относительннхъ координатахъ. 

Прим'Ьчан1е. Употреблепе словъ: „твердое т^о^ , въ ученш 
объ относительноиъдвижен1и, сопряжено сън^Ькоторнни неудобстван. 
Нн привыкли считать каждое твердое т'Ьло непроницаеныиъ и 
ограниченныиъ въ его разн'Ьрахъ; поэтому, говоря объ относмтель- 
номъ движеши, по отношешю къ некоторому твердому т^Ьлу, не- 
которой точки Ж, посторонней этому тФлу, мы большею частью 
предполагаемъ так1е случаи, въ которнхъ точка М движется по 
поверхности тФла или вн! его; но когда точка ЛГ движется вне 
твердаго тФла, тогда определеше относительиаго движешя, дан- 
ное въ начале этого параграфа, теряетъ смыслъ. 

Во избежан1е такихъ неудобствъ, мы представимъ себе некото- 
рую неограниченную кв1«дЖ1ъмлбл<^90 движущуюся среду ^ проницае- 
мую для точки М и неизменно связанную съ твердымъ теломъ; отво- 
сительныя координаты точекъ этой среды по отношен1Ю къ осямъ ео- 
ординатъ, неизменно связаннымъ съ твердымъ теломъ, постоянен. 

Относительное движете точки М по отношен1Ю къ движу- 
щемуся твердому телу есть переходъ ея черезъ точки неизменя- 
емой неограниченной среды, составляющей одно неизменяемое целое 
съ твердымъ теломъ. 

§ 42. Зная движете твердаго тела и абсолютное 
движете точен, определить относительное движете ея 
по отношенш къ этому телу. 

Если известно абсолютное движен1е точки М: 

х=т\у=Ш.^=т) (1) 

и абсолютное движенге твердаго тела или неизменяемой среды: 
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то, чтобн получить функщ! ^1, и^ и, внражаюпця относительное дви* 
жен1е точки Ж, надо взять фориулн(46) стр. 56 и подставить въ 
нихъ: вн4сто а;,у,2г, д:^,у^,^^— фунвщи /'1,/*2,/'з ?1, ?2,?з? вме- 
сто Х^, Ху .... V, — ихъ выражвн1я: (47 — 55) въ тригономе- 
трическихъ функщяхъ угловъ ф^ ж, э, зам^нивъ посл'Ьдше функ- 
фяни Ф1, Фа, Фз; вторня части фориудъ (46) будутъ т'Ь функщи 
^1^^)^ Ы^) Ы^)} который внражаютъ изи'Ьнен1е относительннхъ ко* 
ординатъ точки М^ съ течен1еиъ вреиени. 

Прим']^ръ 19-й. Абсолютное движен1е то^ки М прянолинейное: 

X = а/Ц), у = т), г = (^(0; 

движеше твердаго гЬла аосхупательное и вс1& точки его движутся также 
1фянолинейно: 

Оси 3, Т, 2 мы возьнемъ параиедьныин неподвихнынъ осямъ. Отно- 
<сятельвое движеше точки И выразится равенстваки: 

\ = о/Х*) — а ЛО — I 

Два уравнен1я траэкторш относительнаго движен1я должны получиться но 
ясключен1и времени изъ этихъ равенствъ; пока неязв^стенъ видъ функц1Й 
/ и У^ можно получить только одно изъ уравнен1й тра»ктор1и, помноживъ 
первое равенство на (&! — ^\ второе на (са — ау), третье на (а? — Ьв), и 
•сложивъ всЬ три; получится уравнеше: 

($ + /)(Ьт-сР)+(т1 + т)(са-ат)+(С + »)(ар-И = 

ливейное относительно 5, тг], С, опред'Ьляюп^ее некоторую плоскость, не- 
язи^Ьнно связанную съ т^Ьломъ; траэктор1Я относительнаго движен1Я заклю- 
чается въ этой плоскости. 

Если ^'(^=:^/'(^)•;|-^&, то траэкт(^1я относительнаго движенгя есть 
прямая ЛИН1Я: 

^ + г + аД _ :1Г| + т -Ь рв _ С + »^ + ТД 
а — аЛ Ь — 9^. с — 7-^ * 

И* 



ет- 
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Ес1Н а гг А;а, р = &д^ ч^кс, то траэктори еоть т9Еже прянад хишяг 

Возьмемъ сл^дующ1й спецхальный случай: 
Траэктор1Д относительнаго д]»жен1я будетъ парабола: 

{ = — "^э 

ии']&ющая вершину въ точк'Ь 20 и осью — ось ЮТ. 

Прии'Ёръ 20. Абсолютное движен1е точки М равномерно и прямоли- 
нейно по оси X, твердое ее т^^ло равном'Ьрно вращается вокругъ отри- 
ца1;ельной оси 2 съ угловою скоростью ш: 

Х:=1СЛ^ у = о, Э = — аЛ. 

Относительное движен!е выражается равенствами: 
и траэктор1Я есть Архимедова спираль: 

1/^ЧТ» = ^агс*8(^)- 

Прим^ръ 21. Абсолютное двнжен1е точки М совершается по^ окруж^ 
ности рад1уса В\ 

» 
твердое т'кю совершаетъ поступательное движен1е параллельно плоско- 
сти ХУ, причемъ точка Ю движется по окружности радхуса Е^ и ра- 
Д1усъ векторъ ея ОЮ им-Ьеть ту же угловую скорость, что и радхусъ- 
векторъ 0М\ 

Относительное движенхе выражается такъ: 
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тд*: 



В = ]/В^^ — 21Ц1 С08а + В', 

1)С087 =1? — В^ С08 а, В 8Ш ^ = 2?! 81П а; 

то есть относнтельное движенхе точки М по плоскости ЗТ совершается п 
•окружности радхуса 2) вокругь точки ЛО, 'Вричемъ радгусъ векторъ ЮМ 
шгЬетъ въ относительномъ двнжен1и ту же угловую скорость вокругь Ю^ 
что и раддусъ векторъ ОМ вокругъ точки О въ абсолютномъ. 

Прим^ръ 22-В. Точки М к Ю движутся съ равными скоростями по 
одной и той же окружности, но въ противоположныя стороны; движеше 
'тк1а поступательное: 

Ж = Д С08 (!)<, у = Д 81П ш< 

а?ю = Д С08 (ш< -На), 9^ = — Д 8Ш (ш* + а). 
Относительное движенхе: 




6 = 22? 8Ш 2 8Ш 



Ш ( О)? + |^)| 1Г| = 21? С08| 81П (^«|>е + I] 



"■. ^ .^'-ш 



«совершается вдоль по линш: 



I = С0»6 I' 



? 



наклоненной къ оси 2 подъ угломъ 



(М) 



> къ оси Т — подъ угломъ 



а. 



9 движете точки М по этой лнв1и пронсходигь но сл^^дующему за- 



2 
кону: 



5= 2В8ш(а)^ +1] 



>« 



■•-*•! 



тд* « есть разстоян1е точки М отъ точки Ю, 

Прим'1^ръ 23. Твердое гкю движется поступательно, точки М V. Ю 
юписываютъ на плоскости X У эллипсы, главные дхаметры которыхъ на* 
лра|кдены по осямъ X и У: 

X = -4С08<1>/, у = Взшш*, 
Х^ = АхСО/А^иЛ + к\ у^ = -В181п(а)* + к). 



■■"'Щ 

•9. 'л 









гд* 
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Относительное движен1е выражается сл'кдующнмъ образомъ: 

а = -4 — Ахсо^к^ а = -418шА; 

Ь— — В^вхпк^ р = В — Вхсо^к. 

На' страниц']^ 50, въ задач*]^ 5-й, были приведены подобныя же выра- 
жен1я движен1я точки; уб^^диться въ томъ, что кривая, описываемая точкою, 
есть эллиисъ и опред'к1ить величины и положешя главныхъ полуосей этога 
эллипса, предоставляемъ читателю. 

Прим']^ръ 24. Т'110 вращается равном']^рво вокругъ отрицательной оси 
2 съ угловою скоростью ш. Абсолютное двяжен1е точки М на плоскост» 
ХУ совершается по следующему закону: 

X = 6о>^, У = О ^ » 

такъ что траэктор1Я абсолютнаго движен1я этой точки есть пара/Зола 
(черт. 72), вершина которой находится въ хочк-^Ь В (координаты х = 0^ 
^ = Ь), а ось направлена по ВО-^ скорость абсолютнаго движен1я точки 
М въ точк'Ъ в направлена параллельно оси X и равна &<», то есть им']Ьетъ 
ту самую величину и то направленхе, которыя она им^а бы, если бы 
точка была неизменно связана съ вращающимся твердымъ т^ломъ. Оси 
Б и Т въ начал']^ движен1я (въ моментъ ^ = о) возьмемъ совпадающими 
съ осями X и У. 

При такихъ данныхъ, относительное движенхе точки М по отношен1ХУ 
къ твердому т^у выразится тавммъ обрааомъ: 

а такъ какъ: 

К = С08 Ш^, Ху = — 81П ш#, |Ая; = 81П а>^, [Ху = С08 <«)^, 



то; 

ас 



? = Ь<й<С08а)^ — (Ь 2~) 5^^ ^^ 



. . . . (183) 



По исключена изъ атихъ выражешй времени, мы получимъ уравневхе 
траэктор1и относительваго движен1Я« * 
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Мы разсмотрииъ относительное движен1е не на всемъ протяжеши его, 
но только вблизи его начала. , 

И]гЬа въ виду такое ограни?ен1е изсл'Ъдоватя, мы перенесемъ на- 
чало подвижныхъ координатныхъ осей въ точку Д, находящуюся на 
прежней оси Т, въ раэсхоянш Ь отъ точки О; новую ось Т^ направииъ отъ 
Д къ О, а новую ось Н^ параллельно преждей оси 2; тогда прежшя коор- 
динаты ^, -^ выразятся въ новыхъ координатахъ ^1 -^г сл^дуюшимъ обра- 
зомъ: 

поэтому вм'Ьсто втораго изъ внраженхй (183) можемъ написать сл'^Ьдующее 
выражен1е: 

У)^ = Ь (1 — 008 Ы — <^( 81П О)*) -Н -н" С08 о)^. 

Заг1мъ, разложивъ косинусъ и синусъ по восходящимъ степенямъ ш^, 
представимъ выражетя для Е^ и 1^^ въ вид^ сл']^дующихъ рядовъ: 






. (184) 



Мы теперь сд'к1аемъ сл^дуюпця предположен1я относительно величинъ 

а, <о, ь. 

Величина Ь есть весьма большая длина, выражаемая милл10нами мет- 
ровъ; пусть наприм']Ьръ &аз6870900 метр., то есть Ь равно среднему радаусу 
земнаго шара. 

Величина ш есть малая угловая скорость; пусть наприм^ръ ш=:Ю,0000729 

1 

' то есть ш равна угловой скорости суточнаго вращен1я 

секунда 
земли. 

Величина & есть средняя величина узкоренхя силы тяжести, то есть 

а — ^ й ^'етръ 

^—^у^ (секунда)*- 

Изъ этихъ цифръ мы найдемъ, что величина &ш^ входящая въ ряды 
(1б4), равна: 

^ ' = 0,03385 -^.^г, 






т- ' ■ у. 
Л.: 

■ ■-. г «. .1 



, л 



-■{.^ 



1-. 

- 1- • 



Г': 



»• 



) 
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■ что: 



= 0,0000000053 -^^^ 



О)' = 0,00000000000039 ^ 



(секунд.)»- 

Если решимся пренебрегать длинами меньшими одной десятое! доли 
миллиметра, то, для первых^ пятидесяти секундъ отъ начала движен1я, мы 
можемъ пренебречь вторыми и сл'Ьдующими членами рядовъ (184); тогда 
останется: 

{,== (^6Г-Ьш»)^,^г=(бг-Ь«.')^ . . . (185) 

Такъ кавъ Ьш^ мен']^е Сг, то изъ этихъ дриблнженныхъформулъ видно, 
что въ первый секунды движен1я точка М, въ отцосительвомъ движети 
по отношешю къ вращающемуся т^лу, отклоняется въ сторону оси Зх, т.-е. 
въ сторону вращен1я гЪла, и падаеть по оси Т равно ускоренно, съ уско- 
рен1емъ: {О — бш»). 

По исключен1и времени ^ изъ равенствъ (185), получимъ уравнеше на- 
ча1ьной части траэкторхи относительнаго движен1я; уравнен1е это есть 
уравнен1е полукубической параболы. 

ЩЕм±уь 25. Твердое ткю вращается какъ въ предыдущемъ прим'^Ьр^; 
абсолютное движен1е точки М начинается изъ той же точки Б и съ тою же 
скоростью Ъ(л какъ и тамъ, но совершается по закону, выражаемому сл"]^- 
дующими рядами: 



X 



Ы(1— у|^— • • • •) 

(186) 



у= Ц1____. . . .) 



дальн']Ьйш1е члены этихъ рядовъ заключаютъ: вторыя и высния степени 
отношен1я (6г : Ъ\ отношеше бгш' : Ь и выспия степени его. 

Отношеше (6г : Ъ) равняется: 



1=0,00000153-^^^. 



Если будевгь разсматривать движенхе только впродолжеши первыхъ 
10—20 секундъ отъ начала его, то можетъ пренебречь третьими и сл-Ьдукь 
щими членами рядовъ (186). 

Поступивъ такъ, какъ въ прошломъ прим']^р^, мы найдемъ, что, въ 
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продолженш дервнх'ь десдтовъ секундъ отъ начада движешя, относитель- 
ное движете точки Ж до отношенхю къ вращающемуся т^у происходить 
по следующему закону: 

5,= (б'-Ьа,')^; ^, = (^ _ Ьа.»)4- . . .(187) 
Траэкторхя относительнаго движен1я есть подукубнческая иарабола: 



! 
I 

3 



Движен1е, раасматриваемое въ эфомъ Ж]^ям'^р% совершается но отноше- 
шю къ вращающейся 8а1л^ тяжелымъ т&юмъ, оюбодво надающимъ додъ 
экваторомъ; въ надлежащемъ ж^зсгк вашего курса мы покажемъ, что абсо- 
лютное движен1е такого Т'к1а происходить, по законамь, указаннымь въ 
10-мъ пример* (стр. 41), по эллипсу, одинъ фокусь котораго находится въ 
центр* земли О, другой— вь точк* О1 (черт. 73), отстоящей отъ О на длину 
равную: 

гд'Ь 6 = 1 — -^ есть эксентриситеть эллипса; большая же полуось а им-Ьеть 

такую величину, что а (1 +е)=Ь, гд-Ь Ь означаетъ величину средняго ра- 
д1уса земли. Точка В есть точка наименьшей скорости на этомь эллипс)^, 
величина же п (стр. 41) равняется: 



аУТ=?* 



§ 43. Окороста отноеительнаго движешя. 

Абеолютное движен1е разсматриЬается проиеходящимъ въ не- 
подвижномъ пространстве, пршемъ положенхе точки въ неиъ опре- 
дфддется абсолютными координатани, считаемыми отъ неподвиж- 
ннхъ плоскостей координатъ; тра8ктор1я абсолютнато движен1я 
есть кривая нецодвижиая. 

Относительное движен1е по отвошешюкъ движущейся иеизм'Ь* 
няеиой ередЪ рюсматривается совб|^шщимся въ атой еред'Ь, ври* 
чеиъ И011ажеи1е точки въ ней опред'Ьдяется отиосительнани ко* 
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ординатами, считаекнни отъ плоекоетей координатъ, нринад^тка- 
щихъ сред'Ь; траэкторхя относитеяьнаго движешя есть кривая^ 
иеизн'Ьнно связанная съ движущеюся средою. 

Подобная аналог1я меяБду разсютр'Ьшемъ абсолютнаго и от- 
носительнаго движен1я ножетъ быть продолжена и дал'Ье; чтобы дать 
опредЪлен1я понятМ о средней скорости и о скорости въ какой-либо 
юментъ относительнаго двяженхя, надо повторить то, что сказано въ 
§§ 8—12, причеиъ слова: < пространство > , «неподвижный оси ко- 
ординатъ», € абсолютный координаты >, «абсолютное движен1е>^ 
<тра8Ктор1я абсолютнаго движен1я», и проч., надо заи'Ьнить, 
соотв'Ьтствеино, словами: <ием8М'Ьняемая движущаяся среда», <под- 
вижныя оси кординатъ», <относительныя координаты >, «отно- 
сительное движен1е>, <траэктор1я относительнаго движен1я> и 
проч.; для изб:Ьжан1Я длинноты повторешя, мы можемъ привести 
только самыя опред^Ьлешя, безъ объясненхй. 

Средняя относительная скорость въ пути, пройденномъ точ- 
кою М въ неизм'Ьняемой движущейся сред'Ь въ течеши промежутка, 
времени {^ — ^О есть отношен1е: 



«.-^1 



(188) 



между длиною х пути, пройденнаго точкою М по траэторш отяо* 
сительнаго движен1я въ течен1и этого промежутка времени и ве- 
личиною самаго промежутка; отношеше это им'Ьетъ всегда вели* 
чину положительную. 

Средняя относмтельная ск0робть иермсАщави точки М т по* 
ложительному направленш траэктор1И относительнаго движешя въ 
течеши промежутка времени (^2 — О есть отношеше: 

1^1;; (189) 

ВЪ которомъ §2 и ^ означаютъ разстоян1я, считаемый, по традКтор1М 
относительнаго движешя, отъ кЬсоторой начальной точки 6о ^^^' 
к{^мвой до положеюй, занимаемыхъ точкою М аъ шщентн и и ^1; во 
одному направлем]ю траэктор1М разстоянхя отъ <8о ечиаютсяво* 
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ложнтельввки, по аротпополохиоку — отрицятвхьвни; отношен!» 
(189) юхетъ жжЬп подохительную ш отркцатмьную вепчнну. 
Величына скоро<ти (и) отмосительнаю дтокенгя точяи М 
въ момептъ I есть предлм, къ кот<^му прмблшжается сред' 
няя относительная скорость аъ пути, соверишемола точкою 
М вь (ттоситемнол№ движент въ теченш промежутка вре- 
мени, Ш1чинающау>ся въ моментъ I, при умемуштш проме- 
жутка до нуля; т. е. 

« = пределу Р-^Ч— ]; {^Щ 

эта веичина всегда положительная. 

Пред^ъ, Еъ которому ори этохъ пр|ближается средняя относи- 
тельная скорость перемлщенЫ, мы будемъ называть относитель- 
ною скоростью точки М въ моментъ I по положительному 
направленио относительной тражторги; ока равна производной: 

2 можетъ быть положительною илн отрнцательною, смотря по на- 
оравленш отиосятельваго движен1Я точке въ моментъ {. 

Направленъе относительною движенья точки М, въ ка- 
комъ-либо положены ея, совпадаешь съ направденгемъ каса^ 
те.амой къ тражторги относительмаю движения, проведенной 
изъ полоо/сенгя точки М. 

Величина скорости и есть абсолютная величина проиавод- 

. л* 
но1 тг, то есть; 



л» 



»= + /©' 



Производння; 

* = Ш,Й = Ш,Й = «0 (191) 

суть екоросп, ш» поюнитвпннмъ вапраивимнъ о;№й 2, Т, 2« 
про»кц11 движущейся точки на эти оси. 
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§ 44. Проэкцш скороетя отное8тедьна]:о движешя 
на разння направденха. 

Скорость отноеительнаго движен1Я изн'Ьряется т'Ьмн же единица- 
ми, вавъ и скорость абсолютнаго двяжеЕ1я. 

Величину скорости и и направлен1б отноеительнаго движен1я точ- 
ки Жизображаютъ величиною и направлетемъ длины, проведенной 
08ъ положен1я точки Мьъ направлети отноеительнаго двяжен1я (т. е. 
по направлешю касательной къ тра9ктор1и отноеительнаго движе- 
91д) и заключающей въ себ'Ь столько единицъ длины и частей ея, 
еколько въ скорости и заключается единицъ скорости и частей ея. 

Эту длину разсматриваютъ какъ изображенхе скорости, при- 
писывая такимъ образомъ скорости отноеительнаго движенхя, не- 
только величину, но еще и направлен1е; какъ то, такъ и другое 
означаютъ однимъ и т'Ьжъ же знакомъ и. 

Скорость и, изображенную длиною, можно проектировать на 
разныя направлешя и плоскости. 

Проэкцги скорости ошносгипельпаго двыженгя на направ- 
летя осей координатъ Е, Х, 2 равны скоростямъ проэкщй точки 
М на шть же оси: т. е. 

иЕ) = -^ 



и сое (иХ) »« ^ 

л?? 

исо&(и2л) — -;^ 



. •••«••• укоа) 



Величина скорости и можетъ быть выражена следующею фор- 
мулою: 



— +/(§)' + №)■ + (§)'•• ••(193) 

Такъ какъ €, 1Г), С суть прозкц1И рад1уса вектора р = ЮМ 
в& оси Е, Г, 2| то равенбтш (192) можно аредетавмть еще следую* 
щимъ образомъ: 
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и С08 {иЕ) 



и С08 (иТ) = 



_ (^(рС08(рй)) 

д[(рсо8(рУ)) 



с[^ 



и С08 (|*2) = 



с1 (р С08 (рЯ)) 



(И 



• • 



. . (194) 



11одоб1Гою же формулою выражается проэкщя скорости относи- 
тельнаго двджешя на всякое направлен1е, неизи'Ьнно связанное съ 
движущеюся средою; въ саиомъ д'Ьл'Ь, если углы, составляемые на- 
правлешеиъ П съ осями 3, Г 2, постоянны, то косинусы этихъ угловъ 
могутъ быть введены подъ знаки производныхъ по времени, а потому: 

и С08 (иЕ) со8 (ПЕ) + и со8 (иХ) саз (ПГ) + и со8 (^2) С08 (П2) = 

4 [р С08 (р5) С08 (ПВ) + Р С08 (рТ) С08 (ПУ) + Р С08 (р2) С08 (Д2)] 



то есть: 



«С08(«П) = ^^ЬС^« 



сИ 



(195) 



Продкц1И скорости относительнаго движен1Я на неподвижныя 
оси координатъ X, У, 2у выражаются формулами: 



и сов {иХ) = ?% + тг) ^х + ^\ 
и €08 (и У) — 6'Ху + 1ц>у + С'уу 
и С08 (и2) = 5'Хя 4- тг) >;? + ^'^* 



(196) 



Если положеше точки М въ движущейся неизм'Ьняеной сред'Ь 
определяется относительными сферическими координатами р, /*, Ь, 
какъ-то: рад1усомъ ЮМ=^р^ угломъ /*, составляеиымъ рад1усомъ 
векторомъ ЮМ съ осью Ю2м и угломъ Ь, соотавляенымъ плое- 
костью 2^0Ж съ плоскостью 2^(9Е, то величина скорости отно- 
сительнаго движен1я выразится формулою: 



= + /Й)"+р'(1)' + р-.шУ(^)'...(Ш) 



и = 
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а проэБцш скорости и на координатныя'оси А, В, Гэтихъ сфе 
ричесвихъ воординатъ выразятся форнудаии: 



и С08 (г*А) = 
а С08 (иВ) = 






и С08 (г*Г) =« р 8111 /* 
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(198) 



§ 45. Годографъ скорости относятельнаго движешя. 

Для нагляднаго представлен1я закона, по которому изм'Ьняется 
величина и направлбН1е скорости относительнаго движен1я, можно по- 
строить, въ неизменяемой средЪ, годографъ скорости этого движен1я. 

Для этого надо изъ точки Ю или изъ другой точки, принадле- 
жащей неизм'Ьняеиой сред'Ь, провести рад1усъ векторъ ЮП, рав- 
ный и параллельный скорости относительнаго движен1я; кривая, 
которую описываетъ въ неизменяемой среде конецъ П этого ра- 
Д1уса вектора, есть годографъ скорости относительнаго движен1Я. 

§ 46. Зная двяжеше неизменяемой среды я отно- 
сительное движете точки по отношешю къ этой среде, 
определить абсолютное движете точки. 

Если известно движен1е неизменяемой среды: 



ф =Ф,(^),аю =Ф,(0, 9 =Ф8(*) 



(85) 



м относительное движен1е точки по отношен1ю къ этой среде: 



5 = т, у\ = ш, с = ш. 



(182) 



то абсолютное движен1е точки М выразится равенствами. 

у = ую-\- ^К + т^Н-у + Су^ 

^ = ^ю + 5^5 + тцх^ ^- Су, 



(45) 
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въ которнхъ хю^ Ую, яюу Е,1Г|, с, суть данная функц1я <р ■ ^? ^ 

косинусы Хд; , х^ у;^ должны быть выражвны по формулаиъ 

(47 — 55) въ функщяхъ Ф. 

Прим^ръ 26. Неизменяемая плоскость ЗГ движется въ плоскости ХУ 
поступательно такимъ образомъ, что точка Ю движется по оси X по 
закону: 

^ю = Шу Ую = О, 

а' ось ЮН постоянно совпадаетъ съ направлен1емъ оси X. 

По оси Т, перпендикулярной къ оси Н, движется точка М по закону: 

Абсолютное движенхе точки М по плоскости ХУ выражается равен- 
ствами: 

<» = т), у = т)- 

Прим^ръ 27, Неизм']^няеиая плоскость 2Т врап^ается вокругь оси 02 по 
закону: 

гд* э есть уголъ ЕОХ, 

Точка М движется по оси 2 по следующему закону: 

Абсолютное движен1е точки ЛС выражается въ полярныхъ координатахъ 
Р и 9 сл^дующимъ образомъ: 

Р = Щ\ 9 = Ф(0; 

а въ прямоугохьныхъ: 

X = Щ С08 Ф (О, У = Щ) 81П Щ. 

Прим^ръ 28. Спещальный случай примера 26-го: точка Ю колеблется 
по оси X по закону: 

/1(0 =• Л С08 е^ 

и точка ЛС, въ ея отноеятедьномъ движеши по отношешю къ движущейся 
плоскости, колеблется по оси X по закону: 

/з(0 = Ь С08 (е< + а). 
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Въ результате получается абсолютное движен1я точки ЛС совершаю- 
щееся по эллипсу: 



2 С(»8 а --?^ + %- = 8т а. 



Прим']Ьръ 29. Спец1альный случай прим']^ра 27-го. Вращеше плоскости 
5Г вокругъ оси 02 совершается равномерно, такъ что д = о)^; точка М, 
въ относительномъ движен1и по отношен1ю къ движущейся плоскости, 
колеблетсл по оси Н и по отрицательному продолжев1ю ея по закону: 

? = X С08 <|)^. 

Легко найдемъ, что траэктор1я абсолютнаго двцжен1я есть окруж- 
ность: 



(— 4)*+^-4^ 



4 ' 

проходящая черезъ точку О и касающаяся оси V въ этой точке. 
Такихъ примеровъ можно привести множество. 

§ 47. С4ть, образуемая положешями траэкторш от- 
носительнаго движешя въ пространств* я траэкторхями 
т'Ьхъ точекъ неизм'Ьнявмой среды, которыя находятся 
на относительной траэкторш. 

Не трудно отдать себ* отчетъ въ томъ, вакимъ образомъ точка 
Ж^^ совершающая относительное движен1е по траэктор1н относитель- 
наго движешя, начерченной въ неизменяемой сред'Ь, въ то же время 
вычерчиваетъ въ пространств'^ траэБтор1Ю движешя абсолютнаго. 

Пусть <',^",^" . . . суть нисколько моментовъ движешя; 9Й1, 
3^2, 9)?3) . . . . — т4 точки неизменяемой среды, съ которыми дви- 
жущаяся точка Ж совпадаетъ въ моменты 1\ ^\ <"', . . . . ; эти точ- 
ки лежатъ на траэкторхи относительнаго движешя, которая изобра- 
жена на чертеже 74-мъ въ четырехъ различннхъ положешяхъ, за- 
нимаемыхъ ею въ пространстве въ моменты 1\ ^\ <"', *"". Въ каж- 
домъ изъ этихъ положешй места вышеозначенныхъ точекъ отмечены 
буквами Ш, еъ соответствующими точкамъ значками внизу и соот- 
ветственными моментамъ времени значками вверху; иапримеръ, по- 
ло«Бен1я точекъ въ пространстве въ моментъ ^^ отмечены зна- 
ками: ЭП'^!, ЭП^'з, Э'^'^ Пунктирный лиши на чертеже изображаютъ 
траэктор1и, описываемый точками Ш^^ Ш^з? ^з» ЗП4, въ пространстве. 
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Въ номенть 1^ точка М находится ^ь еовпаден1и съ точкою 
Шх неизм'Ьняежой среды, а такъ какъ эта точка ванжнаетъ тогда пою- 
хен1е Ш2^, то зд'Ьсь^ въ этой точбФ пространства, находится въ 
этотъ ионентъ и точка М\ подожеше ея означено знаконъ М!. 

Въ течен1и промежутка времени ({" — 1/) точка Ж совершитъ 
относительное движете по дуг'Ь Ш^^ относительной тра9ктор1И и 
въ моментъ Ь^' совпадетъ съ точкою Ш^ неизменяемой среды, но 
эта точка, описавъ въ течен1и того же промежутка времени дугу 
Ш\ЧВ{^\ своей абсолютной тра»ктор1и, придетъ въ моментъ 1^^ въ 
положен1е Ш^^^ въ пространстве; поэтому, въ этой же точкЪ про- 
странства будетъ находиться въ моментъ 1^^ и точка М\ это по* 
ложеше точки М отм4чено знакомъ^ М\ Такимъ же точно обра- 
зомъ мы найдемъ, что въ моментъ Ь^^^ точка М будетъ въ про- 
странств* въ положенш Ж'" и т. д. 

Такое построеше можемъ распространить на бол^е мелк1е про- 
межутки времени и тогда получимъ большее число положенШ точки 
М въ пространстве; соединивъ полученный положешя непрерыв- 
ною кривою, получимъ тра9ктор1ю ж М^ М'^^ .... абсолют- 
наго движешя точки Ж 

Взгляну въ на черт. 744, мы видимъ, что наше построеше даетъ 
намъ въ пространстве сеть, образуемую двумя взаимно пересекаю- 
щимися системами кривыхъ лин1й; одна система образуется положе- 
Н1ями^ принимаемыми въ пространстве тра9Ктор1ею относительнаго 
движешя, другая система кривыхъ образуется траэктор1ями техъ то- 
чекъ неизменяемой среды, которыя находятся на траэкторш относи- 
тельнаго движешя; каждому моменту времени I соответствуетъ одна 
кривая первой системы и одна кривая второй системы; первая пред- 
ставляетъ положен! е относительной траэктор1И въ пространстве въ 
этотъ моментъ, вторая есть традктор1я, описываемая тою точкою 
неизменяемой среды, съ которою въ этотъ моментъ совпадаетъ точка 
Ж; на пересечеши этой пары кривыхъ лиши находится въ моментъ 
I точка Ж; траэктор1я абсолютнаго движен1Я, проходя черезъ все 
таше узлы сети, пересекаетъ ее такъ сказать д1агонально. 

12 
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§ 48. Завиожмоеть нехду скороетями движешй от- 
новительнаго и абсодютнаго. 

Для • опред'Ьленгя соотношешя иелду скороетью абсолютяаго дви- 
жен1я ж сБоростью отноеительнаго движешя точки М, мы возьнеиъ 
проивводныя по времени отъ равенствъ (45) параграфа 4:6*го, причемъ 
мы должны шиЛтъ въ виду, что $, 7) и С, будучи Еоординатами 
точки М, суть фунвц1И времени. Мы получииъ сд'Ьдующтя равенства: 



X = 



У = 



^ = 






. . (199) 



Вторая часть каждаго изъ этихъ равенствъ состоитъ изъ семи 
членовъ и изъ нихъ сумма первыхъ трехъ въ каждемъ есть вы- 
ражен1е проэкцш, на одну изъ неподвижннхъ осей координатъ, 
скорости отноеительнаго движешя точки ^1Г (см. равенства 196). 

Суммы посл'Ьднихъ четырехъ членовъ въ каждомъ изъ равенствъ 
199 тождественны со вторыми частями равенствъ (136) (§ 31) и 
выражаютъ проэкц1и на неподвижный оси координатъ скорости 
той точки 9Ю неизм'Ьняемой среды, съ которою въ разсматрива- 
емый моментъ времени совиадаетъ точка М; относительный коор- 
динаты точки Ш суть постоянныя величины 1,% С. 

Первый же части равенствъ (199) суть проищи, на непод- 
вижныя оси координатъ, скорости V абсолютиаго движешя точки М. 

И такъ првдъидущ1я равенства (199) могутъ быть представ- 
лены слФдующимъ образомъ: 



V С08 {VX) = и С08 (иХ) + го С08 (гоХ) 

V С08 {VУ) = и С08 (иУ) + го С08 {гоУ) 

V С08 {V2!) = и сг)8 {и2) + !<; сов {го2) 



; . . (200) 



отсюда сл*дуетъ (см § 32): 



V^= и -{- го 
«4 = V — го 



(201) 
(202) 
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1Г. е. скорость абсолютнаю движеигя точки М есть геометры' 
ческая сумма изъ скорости относительного деиоюетя ея по 
отношенгю къ движущейся нешмгьняемай средл и и^ скоро- 
сти тон точки среди , еъ которой точка М находиться въ 
разсматр^Фваемый моментъ. 

Обратно: скорость относительнаю движенгя точки М по 
<ттошенгю кг неизмп»няемой средгь^ движущейся какимъ либо 
образомъ^ есть геометрическая разность меоюду скоростью абсо * 
лютнаю двиокенгя точки М и скоростью той точки среды, 
-съ которою точка М въ разсматриваемый моментъ совпадаете 

Скорость и направлева по касательной къ траэктор!? отно- 
«ительнаго движен]я точки (черт. 74), екорость ю направлена по 
касательной къ траэктор1Н той точки неизменяемой среди, съ ко- 
торою точка М находится въ совпадеюи въ разсматриваемый мо- 
ментъ и скорость V направлена по касательной къ тра9ктор1И аб- 
<;олютнаго движен1Я. Скорость V есть дтагональ параллелограмма^ 
построеннаго на скоростяхъ и е гс (см. черт, 74). 



ГЛАВА IV. 

Относительное движеже иензмЪняемой среды и енорости точекъ 
ея по отношен1Ю къ другой движущейся нвизиЪнпемой средЪ. 

§ 49. Пусть им'Ьемъ два неизм'Ьняемыя т^Ьла: т'Ьло I и тЪло 
П; оба им-Ьготъ какое либо движеше въ пространств*. 

Относительное движеше т-Ьла II по отношен1Ю къ т4лу1 есть 
^совокупность относительныхъ движен1й точекъ тФда II по отяо- 
шен1ю къ т^лу I. 

Для общности разсмотр'Ьн1Я можно представить себФ, что разме- 
ры обоихъ т'Ьлъ неограничены, то есть, что им'Ьемъ, вм'Ьсто тЪлъ, дв'Ь 
движущ1яся неизм'Ьняемыя среды I и 11, находящтяся одновременно 
въ одномъ и томъ же неограниченномъ пространств'Ь| такъ что во 

12* 
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всякой точв'Ь т пространства, во всякИ юшентъ, находится н'Ь- 
которая точка Ш среды I и некоторая точка Ж среды П ^). 

Относительное дв1жен1е среды II по отношешю къ сред^Ь I но- 
жетъ быть разснотр'кно также, какъ было разснотрФно въ гдав^ 
П абсолютное двнжен1е нензн'бняемаго т'Ьла; приченъ получатся 
буквально т1 же саныя теоремы касательно относнтельнаго дви- 
жен1Я неиан^княемаго тФла^ каюя ны подучили для абсолютнаго 
движен1я; между прочимъ мы получииъ сдЪдующ«е: 

Относительное движен1е среды II по отношешю къ сред'Ь I 
можно рассматривать^ какъ ревультатъ соединенк вращательнаго 
относнтельнаго движен1я среды П, вокругъ какой угодно точки 
Ю ея, съ отюситедьнымъ поступательнымъ движешемъ, общим'ь 
съ относительнымъ движешемъ этой точки Ю. 

Скорость Б относнтельнаго движешя всякой точки Ж среды 
П есть геометрическая сумма, составленная изъ относительной ско- 
рости Б|^ точки Ю и изъ относительной вращательной скоро- 
сти в точки Ж вокругъ точки Ю; то есть: 

Б=^ + в (203) 

Точки среды II, находящ1яся на н'Ькоторой прямой лиши, про- 
ходящей черезъ точку Ю, им'Ьютъ относительныя скорости равныя и 
параллельныя относительной скорости этой точки; эта лин1я назы- 
вается мгновенною осью полюса Ю въ относительномъ движеши сре- 
ды II; мы будемъ ее юзывать относительною мгновенною осью. 

Отношен1в относительной вращательной скорости в точки Ж 
вокругъ полюса Ю къ длин* кратчайшаго разстоян1я Ж^ точки 
Ж до относительной мгновенной оси полюса Ю есть величина оди- 
наковая для вс^хъ точекъ среды П; мы будемъ называть ее от- 
носительною угловою скоростью и будемъ обозначать знакомъ Ш. 
Этимъ же знакомъ будемъ обозначать и направленхе мгновенной 
оси или угловой скорости. 

Скорость в направлена перпендикулярво къ плоскости, проведен - 

*) Въ этой глав-Ь точки 11-й среды мы будемъ обозначать большими бук- 
вами славянскаго алфавита, точки 1-й среды—большими буквами н-Ьмецкаго^ 
а точки пространства^малыми буквами французскаго алфавита. 



.1 
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вой черезъ точку Ж и черезъ относительную 1[гво]9бН1ую ось по- 
люса Ю. 

Относнтельння угловнд скорости вокругъ иск» подюсовъ среды 
равны и парапельнн. 

Относительная центральная тновеннан - аеь «с?ь та от* 
носительная игновенная ось среды П, относительяыд скорости то- 
чекъ которой направлены вдоль по ней. 

§ 50. Зависимость между ушовыми сюроешми дм- 
жвн1& относителънаго и абеодсютваго. 

Угловая скорость абсолютнаго двнжен1я среды II, вообще го- 
воря, не совпадаетъ съ относительною угловою скоростью ни по 
Беличин^Ь, ни по направлен1ю; мы опред'Ьлинъ теперь соотношеше 
нежду этими угловыми скоростями и угловою скоростью абсолют- 
наго движен1я среды I. 

Мы условимся обозначать: скорость какой либо точки среды I — 
буквою щ вращательную скорость этой точки вокругъ другой точки 
той же среды— буквою № со значкомъ внизу, опред'Ьдяющимъ полюоъ 
вращешя среды I. Угловую скорость среды I мы означимъ буквою ш. 

Скорость абсолютнаго движешя какой ли($о точки среды П мы 
^удемъ обозначать буквою Ж, вращательную скорость абсолютнаго 
движен1я этой точки вокругъ другой точки той же среды — буквою 
Ш со зпачкомъ внизу, опред'бляющимъ полюсъ вращешя въ аб- 
солютномъ движен1И среды II. Скорость абсолютнаго движенхя опре- 
деленной точки среды II, наприм'Ьръ точки Ю, мы будемъ обозна- 
чать буквою Ж съ соотв*тственнымъ значкомъ внизу, напр. ТГю 
«сть скорость абсолютнаго движен1я точки* Ю. Угловую скорость 
-абсолютнаго движентя среды II мы означимъ буквою ^3. 

Мы позволимъ себ'Ь, въ видахъ краткости рЪчи, говорить: <от- 
носительная скорость >, «абсолютная скорость», вгЬсто: «скорость 
относительнаго движешя >, «скорость абсолютнаго движен1Я>; точно 
также допустимъ выражен1е: «абсолютная угловая скорость >. 

Такъкакъ намъ желательно опред'Ьлить зависимость кежду угло- 
выми скоростями О), 2, Ш, то мы возьмемъ полюсы вс^хъ трехъ дви- 
жен1й въ одной и той же точк! пространства; а именно: за полюсъ 



.\ 
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ъращев]я въ ибсолютновъ движен1И среды I мн возьнемъ ту точку О 
этой среды, которая въ рагсматриваеный моментъ находится въ на- 
чале О веподвжжнкхъ осей координагь; ш подюсъ вр8щен1я въ абсо- 
лютномъ движен1я и также въ относительвоиъ дв11Ж€Н1и среды П 
иы возыежъту точку О этой среды, которая въ дтатъ ноневтъ вахо- 
дятея въ томъ же вачал'Ь коордпатъ вн'Ьст! съ точкою О. 

Мы означинъ знаканя Жо и Бо абсолютную я относительнуж)' 
св«90(тгя ФО'чм О и бнакомъ и^о--- скорость точки С 

На основан1и теоремы, {фаведенной въ § 32, на втр. 125: 

^ = ^^+4 (-04) 

Ж=Жо+^о, (205) 

потому что абсолютная скорость всякой точки среды I есть геометри- 
ческая сумма вращательной скорости Шо ея вокругъ точки О и ско- 
рости последней; точно также абсолютная скорость всякой точки сре- 
ды II есть геометрическая сумма абсолютной вращательной ско- 
рости ЗОВо ея вокругъ точки О и абсолютной скорости последней. 
На основан1И же равенства (203) относительная скорость вся- 
кой точки среды II есть геометрическая сумма относительной вра- 
щательной скорости в^ ея вокругъ точки О и относительной ско- 
рости последней, т. е.: 

^= ^0 + в"о (206) 

Равврстю 205 и 206 мы лрим'Ьнииъ къ какой либо точк1^ 
М сред)» II, а равенство 204 къ той точкЪ 9№ среды I, кото- 
рая совп^диетъ гь М. 

На оеноваи]д доказанной въ § 48 зависимости между скоро- 
^^тями абсо^ютиаго и относительнаго движений точки, мы им'Ьенъ 
право утверждать следующее: . 

Лбсолюпшая скорость веяной точки среды II есть геоме- 
трице<}кця сумма -относительной скорости ея по отношенгю 
ль срфь I и скорости той точки среды 7, которая съ ней. 
соепадаетъ^ или: 
относитель'тя ск(^ост{ь всякой точки среды II въ относите^ьь- 
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нолю движети ея по ояшошвнт т средгь I есть %вометрыч»- 

I 

екая раатеть меоюду абсолютною скоростью этой точки и абт 
солютною скоростью саападспощей съ нею тстли^ 1^ среды* 

Прни'Ьняя 9Т0 к'ь гочК'Ь Ж, совпадающей съ 1очво1> 9№, и 
въ точв^Ь О, совпадающей съ точкою О, мн получимъ сдфдую- 
Щ1Я равенства: 

?= Й^— ^ , (207) 

, * 

•'^,.^^,^щ. ....... (208) 

Изъ равенствъ (206 — 208) сл'Ьдуетъ: 



или 



а отсюда, на основанш равенствъ (201) и (205), получимъ сле- 
дующее соотношен1в между вращательными своростями: 

^,=^ + ^. (209) 

» 

Это сии4И>лическоа равевотво, воторое послужить нам*!; для оцре- 
д'Ьлея1я соотяошед1д между угд^внмн скоростями, вкрахаетъ, что 
^0 есть д1агонадь параллелогр^шм^, построеннаго нш Шо и Во. 

ВсЬ эти три сворости суть вращательння еворости во&ругъ 
соотв'Ьтственныхъ трехъ мгновенныхъ осей 02, Оа> и ОШ, прохо- 
дящихъ черезъ одну и ту же точву О; значить величины ихъ, 
по формуле 99 стр. 90, равны: 

ЗВо = 2Г ЙШ (2Г), Й)о = а)Г 81П ((оТ), Во = Шг 8Ш (^Т), 

гд'Ь г означаетъ величину и надравленте р^Д1уса вев^тара, прсве^ 
деннаго изъ точви О въ совпадающимъ точвамъ Ж я Ш. 

Лаправлен1я атихъ своростей ч^пред^лятся по правилу парагра- 
фа 26: сворость ^ перпендивулярна въ плосвости, проведенной 
черезъ г и 2, и направлена сл^ва на право дзя лабдюдатеш, стоя- 



— 184 — 

щаго ногии въ О, головою по напр&влбН1Ю угловой сЕорости 2, 
и снотрщаго на точку Ж (Ш); подобннмъ же обраэомъ опред:Ь- 
ляютея направдешя и другихъ двухъ скоростей. 

Бели скорости Ь)о и Во направлены по одной прямой, то скорость 
аВо будетъ равна ихъ сумнЪ или разности, смотря потому, будутъ ли 
им'Ьть Шо и Во одинаковня или прямопротивоположння направлешя. 

Это будетъ для такихъ точекъ Ж' {Ш'\ которня находятся 
въ плоскости, заключающей об'Ь мгновенння оси От и ОШ, по- 
тому что тогда обЪ скорости Ь)о и Во будутъ перпендикулярны 
къ этой плоскости ^^ (черт. 75). 

Бъ дтой же плоскости будетъ перпендикулярна и скорость 
ЗВо точки Ж и въ ней, следовательно, должна заключаться мгно- 
венная ось 02. 

И такъ есть три мгновенныя оси 00, Ош и ОШ заключа- 
ются еъ одной плоскости. 

Для точекъ плоскости ^^^ заключающихся внутри угла шОШ и 
внутри противолежащаго ему угла между продолжешями тЪхъ же осей, 
скорости \Оо и Во имЪютъ прямо-противоположння направлешя. Вну- 
три этого угла слФдуетъ искать гЬ точки, скорости которнхъ Шо и 
Во равны и прямопротивоположны; такъ какъ скорости ЗВо такихъ 
точекъ равны нулю, то онФ находятся на мгновенной оси 02. 

Яусть Дх (Зйх) (черт. 76) есть одна изъ такихъ точекъ; для 
нея Шо = Во, то есть: 

Г1а)8Ш(<»Т1) = Г1Щ81й(ШГ1), 

гд'Ь Хх означаетъ величину и направлеше рад1уса вектора ОЖх 
этой точки, 

Такъ какъ направлен1е 00 совпадаетъ съ направлешемъ 
ОЖх то изъ посл'Ьдняго равенства слФдуетъ: 

8ш(а)0) _ 8щ(ц;а) Г210) 

дтимъ опред'Ьляется направлеше • &. 
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Чтобы определить величину &, ин возыенъ точку Ж^ (ЭЯа), 
находящуюся на жгновенной оси Ош (черт. 77); вращательная ско- 
рость Шо точки Ш^, совпадающей съ точкою &2^ равна нулю^ поэтому 
здФеь скорость Шо равняется скорости Во, то есть: - 

Г29 81П (Г^д) = ГзШ 8Ш (Х^Щу 

гд4 Га есть величина и направлен1е радхуса вектора ОЖ^; а такъ 
какъ онъ совпадаетъ съ осью Ош^ то изъ поол'Ьднаго равенства 
слФдуетъ: 

8ш(шй) 81П((|)и;) 

и; ~ 2 ' 

Присоединивъ сюда предыдущее равенство 210^ мы полу- 
чимъ формулы: 

8т (шШ) 8Ш (<|)2) 8ш (ш9 ) 



2 ш 



(211) 



О) 



на основан1и которыхъ мы можемъ опред'Ьлить величину и положеше 
угловой скорости & по величинамъ и направлен1ямъ другихъ двухъ 
угловыхъ скоростей при помощи одного изъ сл^^дующихъ построен1й: 
Если изъ конца а (черт. 78) длины Оа, изображающей угловую ско- 
рость <1>, провести длину оА^ равную и параллельную угловой скоро- 
сти Ш, и зат^мъ соединить О съ Л, то получится треугольникъ ОаЛ, 
въ которомъ, на основанш равенстмъ (211). сторона О А будетъ 
равна С и будетъ составлять со сторонами Оа и ОА тк же самые 
углы, как1е составдяетъ 2 съ угловыми скоростями ш и Ш. 

Или можно построить на сторонахъ а> и Ш параллелограммъ, 
дгагональ котораго будетъ представлять величину и направлен1е 
угловой скорости 2. 

И такъ угловая скорость абсолютнаго двиоюенгя среды П 
есть геометрическая сумма угловой скорости абсолютнаго дви- 
женгя среди I и уиовой скорости относительнаго движенгя 
среды П по отношетю къ средгь 1: 

а = ш + Ш (212) 
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Уиовая скорость относительною деижетя среди П по 
отношетю къ средь> 1 есть геометричеснал разность между 
угловыми скоростями абсолютною деижетя сред^ П и I: 

Ш = д"— ш (213) 

» 

Для примера предетавимъ себА, что среда I, имеющая не- 
подвижную точку О, вращаетоя равновАрю съ угювой скоростью 
(1> вокругь ш>яо«ите1ьной оси ^ и что твердое гкдо П, им'Ьющее 
неподвижную точку О, совпадающую съ точкою О, движется въ 
пространств'Ь, какъ указано въ пример! 15, а именно: абсолют- 
ная угловая скорость его С ииФетъ постоянную величину, состав- 
ляетъ постоянный уголъ р съ осью 2, а плоскость, проходящая 
черезъ мгновенную ось 02 и черезъ ось 02^ равном-Ьрио вра- 
щается вмФст'Ь со средою I вокругъ оси 2. 

Легко вид'Ьть,.что относительное движете т'Ьла II по отношешю 
къ сред'Ь I будетъ равном'Ьрное вращен1е съ угловою скоростью Ш1, 
рав»)ю геометрической ра^шоети угдошхъ скоростей Яшщ во- 
кругъ от 02, недзм'Ьнно связаниой съ 1-ю средою; «то видео даже 
изъ сравиешя равеиетвъ (121) стр. 106 съ равеиствами (21])« 

Прим^Ьчанге. Донааанная т настоящемъ параграфгь за- 
висимость между угловыми скоростями справедлива не только 
тогда, к&гда среды I и Д имлнтъ вращательное движете во- 
кругъ общей неподвижной точки, но и при кокг^лл бы то ни 
было обсм9(тшыа^ дви$квн4яхг ще^ *1 и П. 

§ 51. Зависимость Между поюжешями централь- 
ныхъ осей. 

Если цен1ральная ось абсолютнаго движен1я среды II не совпадаетъ 
съ центральною осью среды I, то спрашивается, какое ноложенге, по от- 
ношен1ю къ нинъ, заншваетъ центральная ось отноеительнаго двяженхя 
среды И по отиошен1ю къ (^ред'& I? Разсмотр'Ьн1Вмъ этдао мы займемся 
въ настоящемъ дарагр«ф:Ь. 

Пусть ош есть полохешс! ^анцнаемое въ щкнхсран^^тв']^ , дектрадьною 
осью движешя среды I, ^ц; — положен1е, занимаемое въ пространств'6 
цев1:ральною осью отноеительнаго движвв1я среды II по отношен1ю къ 
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сред* I, сд — кратчайшее разстоян1е между этими осями (черт. 79); въ точ- 
Е'Ь с пространства находится точка й первой среды и точка 6 — второй^ 
въ точкгЬ д точка ® первой и точка Г второй средн. 

Скорость точки центральной оси среды I мы будемъ обозначать зна- 
комь гсе^ вращательную скорость какой либо точки этой среды вокругъ 
центральной оси — знакомь Ш^; относительную скорость какой либо точки, 
принадлежащей 11-11 сред* и находящейся на оси ^ш, будемъ обозначать 
знакомь Б^, относительную вращательную скорость вокругъ ^ц; какой ли- 
бо точки II среды — знакомь в^. 

На основан1и сказаннаго въ предыдущихъ параграфахь, абсолютная 
скорость ТГ всякой точки среды II есть геометрическая сумма относитель- 
ной скорости Б этой точки и скорости го совпадающей съ нею точки пер- 
вой среды; въ свою очередь: 



го='гос-[- й)с, Б = Б^ -[- в^, 
сд']^дх>вательно: 



РГ=г<;о + Б^ + Шо + в^7; (214) 

то есть абсолютная скорость всякой точки II среды есть геометрическая 
сумма четырехъ скоростей: двухъ иоступательныхъ и двухъ вращателе 
ныхъ. 

Если возьмемъ какую либо точку второй среды, находящуюся на ли- 
нш сд (черт. 79), то для нея вс* четыре скорости будутъ находиться «ь 
одной плоскости АА, перпендикулярной къ этой лиши. 

Можно на этой лиши сд выбрать точку г такъ^ что абсолютная ско- 
рость точки I, находящейся въ ней, будеть направлена по мгновенной 
оси г2, проходящей черезъ эту точку; если 1акая точка будеть найдена, 
то г^ будеть центральною осью абсолютнаго движен1я II среды. 

Для того, чтобы абсолютная скорость Ж- была направлена по оси ^^, 
необходимо, чтобы сумма прожщй скороетей ^^^ кг^, Б^, В^ нанаправле- 
Н1е гщ перпендикулярное къ оси Ш и находящееся въ плоскости АА (черт. 
80), была равна нулю. 

Величины скоростей Ш^ к В^ равны: 

ХОс = ых^ в^ хзв Ш (2) — а?), 

гд-Ь х = сг,В= сд\ скорость й?^' перпендикулярна къ ш, скорость в^ пер- 
пендикулярна къ Ш) какъ представлено в а чертеж'Ь 80. 
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И такъ должно быть: 

Б^ 81П (Ш2) + ^(В х) С08 (Ш2) = гл;с 81П (^^>^) + шЛ? С08 (шЙ), 

откуда: 

2>шсо8(и;2)-'г1/ 

/>* — » 

(1> С08 (шЙ) + Ш С08 (Ша) ' 
ГД* 

X = Б^ 8ш (Шй) — |(;с 8ш ((1)0) (215) 

Такъ какъ: 

д = а)С08(а)9) + Шс08(Ша), (216) 

потопу что 2 есть геометрическая сумма остальннхъ угловыхъ скоростей, 
то: 

x^ = ^^о^(^^) + ^ (217) 

{В — х)2 = Ва>ш(фй) — Ь (218) 

Этими формулами определяется положеше той точки г, въ которой 
центральная ось г& абсолютнаго движев1я 11-й среды перес^каетъ крат- 
чайшее разстоян1е сд. 

Величина абсолютной скорости Щ точекъ 11-й среды, находящихся 
на центральной оси Ш, равняется проэкцш на эту ось четырехъ вышеска- 
занныхъ скоростей: 

^^ = ^^ С08 (шЙ) + В^ С08 (Шй) — Ж(0 81П (шй) 

— (I) — гг) Ш 8Ш (Шй); 

* 

въ этомъ выражен1и сократится х^ такъ какъ: 

ш 8ш (шй) = Ш 8т (Шй); 

получится же сл'^дующее выражен1е: 

ТГ* = гОс С08 (а)Й) + В^ С08 (Шй) — 2)(0 8Ш (шй) ..(219) 

Формулы эти значительно упрощаются въ гЬхъ случаяхъ, когда ско- 
рости гое и ^д равны нулю, то есть, когда центральный оси со и ^и; суть 
мгновенный оси простыхъ вращен1й. Тогда положеше точки г определяется 
формулою: 
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^ О) С08 (а)2) 

а величина скорости Ж — формулою: 



(220) 



ТГ, = — 2>ш 81П (0)2) (221) 

§ 52. Абсолютныя движешя об*ихъ средъ совер- 
шаются параллельно одной неподвижной плоскости. 
Зависимость между положешями мгновепныхъ цент- 
ровъ движешй абсолютныхъ и относительнаго. 

Если абсолютныя лвиженхя средъ I и II параллельны одной 
и той хе неподвижной плоскости, то и относительное движен1е 
среды II по отношешю къ сред'Ь I параллельно той же плоскости. 

Такое относительное движен1е им^Ьетъ, въ каждый номентъ 
времени, относительную угловую скорость, перпендикулярную къ 
неподвижной плоскости, и относительный мгновенный центръ^на 
этой плоскости. 

Пусть с я г суть мАста на той же плоскости мгновепныхъ 
центровъ абсолютныхъ движен1й средъ I и II. 

Неподвижную плоскость мы примемъ за пл^скость ХУ; угло- 
выя скорости всЬхъ трехъ движен1й будутъ тогда параллельны оси ^, 
но каждая изъ нихъ можетъ ии'Ьть направлен1е положительной или 
отрицательной оси 2] для того, чтобы вывести сразу общее правило, 
мы условимся подразум'Ьвать подъ ш, Ш и 2 проэкцги углоеыхъ 
скоростей на положительное направлете оси 2,^ абсолютныя же 
величины этихъ угловыхъ скоростей мы будемъ обозначать тФии же 
буквами въ скобкахъ: (ш), (Ш), (2). Посл'Ьднтя суть величины всегда 
положительныя, а первыя: ш, Ш и 2 суть величины положительвыя 
тогда, когда эти угловыя скорости направлены параллельно положи- 
тельной оси 2\ такъ, наприм^^ръ: если ш и Ш направлены парал- 
лельно положительной оси ^, то ш = + (ш), Ш = + (^); если ш на- 
правлено параллельно положительной оси ^, а Ш — параллельно 
отрицательной оси 2Г, то ш = + (ш), Ш = — (Ш); и т. д. 
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Тавъ каБЪ угловая скорость С есть геокетрическая сумма 
угловыхъ скоростей т е ^у то: 

9 = а) + Ш (2:^2) 

Ш = а — О) (223) 

Этииъ опред'Ьляется соотношен1е иеж^у угловыми скоростями; 
чтобы опред'Ьлить зависимость между цоложен1Ями мгновенныхъ 
центровъ, мы разсютримъ скорости точекъ, находящихся въ плос* 
кости ХУ. 

Абсолютная скорость всякой точки Ж среда II есть враща- 
тельная скорость Шг вокругъ мгновеннаго центра г. 

Относительная скорость этой же точки есть относительная 
вращательная скорость в^ вокругъ мгновеннаго центра д. 

Скорость точки Э№, принадлежащей 1-й сред'Ь и совпадающей 
съ точкою Л, есть вращательная скорость Ь)с вокругъ мгновен- 
наго центра с. 

Скорость ЗВ. есть геометрическая сумма скоростей в^ и Ш^; если 
посл^Ьдн1я направлены по одной лиши, то и 9В, направлена по 
той же лиши и равна ихъ сумм'Ь или разности. 

Скорости в^ и \х)с точекъ, находящихся на лин1И, проходя- 
щей череаъ мгновенные центры с и ^, направлены перпендику- 
лярно къ этой лиши; на этой же линш надо искать ту точку 
среды II, для которой скорости в^ и №« будутъ прямо-противо- 
положны и равны, эта точка и будетъ мгновеннымъ центроиъ г, 
такъ какъ ея скорость ЗВ,-, равна нулю. 

Если ш и Ш им'Ьютъ положительные знаки, такъ что наблюда- 
тель, смотрящ1й на плоскость ХУ со стороны положительной оси 2, 
видитъ, что вращен1Я вокругъ осей сад совершаются въ стороны, 
означенный на черт. 81 неоперенными стр'Ьлками, то точка г будетъ 
заключаться между точками с л д ъъ такоиъ положеши, что: 

ог .а) = ^гШ.(см. черт. 81) 
или 

1^=— (224) 
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Шъ дтого равенства хожно получить два друтш, сл'Ьдующхя: 



или 



сг + дг 


У\) 


+ 


0) 


9^ 

1 




(1) 




9^ _ 


= 12' 






С9 






сг 









Такимъ образомъ кы получили сл']^дующ1я формулы: 

а = «, + Ш (222) 

^ = ^=^, (225) 

который опред'Ьдлютъ зависимость между положен1ДМИ мгновен- 
ныхъ центровъ на общей прямой и применимы при всякомъ со- 
четан1И знаковъ величинъ ш, Ш, 2. 

Если ш и Ш им'Ьютъ одинаковые знаки, то 2 им'Ьетъ тотъ-же 
знавъ и абсолютная величина ея равняется сумм'Ь абсолютныхъ ве- 
личинъ (о)) и (Ш); разстоян1я сг и дг меньше разстояшя сд^ такъ 
что точка г находится между точками с ж д (черт. 81 и 82); 
разстоян1Я сг и дг обратно пропорцшнальны величинамъ (о) и (Ш). 

Если ш и Ш им'Ьютъ разные знаки, то 9 им^^етъ знакъ абсо- 
лютно-большей изъ этихъ угловыхъ скоростей и абсолютная вели- 
чина ея равняется разности абсолютныхъ величинъ т'Ьхъ же угло- 
выхъ скоростей. Точка г находится вн* разстоянхя сд^ со стороны 
того изъ мгновенныхъ центровъ, которому соотв'Ьтсвуетъ абсо- 
лютяо^большая угловая скорость; отношен1в разстояшй ег и дг равно 
отношен1ГО величинъ (Ш) и (ш). 

НапримЬръ, если о = + (о)), Ш = — (Ш), (о)) > (Ш) (черт. 
83), то, по формуламъ 222, 225, найдемъ: 

= (о>) — (Щ), (й)<(а>), а>о, 

Щ ^ _(о>) -^ — 



а = — 



^9(^)^9^='сдщ,дг>сд. 
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Друг1е случаи того же рода вредстааденн ехенатически на 
чертежахъ 84, 85, 86. 

Если угловнд скорости (О и Ш ин^^ютъ противоположные знаки 
и равння абсолютння величины, то предыдущ1я формулы даютъ 9=0 
и положеше точки г въ безконечности; можно непосредственно по- 
казать, что въ этомъ случа'Ь абсолютныя скорости всЬхъ точекъ 
среды П им'Ьютъ равныя величины и направлен1я, перпендику- 
лярныя къ ЛИН1И сд. 

Въ этомъ случа'Ь треугольникъ ЖеШ (черт. 87), образуемый 
скоростями №, в, ЗВ всякой точки Л, подобенъ треугольнику дЖс 
и сходственныя стороны ихъ взаимно-перпендикулярны; дМстви- 

тельно: скорость в равна произведешю (Ш) Л^ и перпендикулярна 
тъ Жд^ а скорость № равна произведешю (ш) Же и перпенди- 
кулярна къ Же , поэтому уголъ ЗВвЛ равенъ углу сЖд и при- 
лежащая къ этимъ угламъ стороны находятся въ пропорц!и: 



333 в л\в 



СЛ1 д/л 



сл'Ьдовательно, также и сторона Жш перпендикулярна къ сторо- 
не дсу а отношен1е ихъ длинъ находится въ тойже пропорщи, поэтому: 

ав = (со)^ (226) 



ГЛАВА V. 

Относительное движен1е точки по отношеню нъ движущейся 

изменяемой средЪ. 

§ 53. Представимъ себ'Ь движущуюся изменяемую среду, ко- 
торая деформируется при движеши какимъ бы то ни было обра- 
зомъ, съ соблюден1емъ однако того услов1я, чтобы всякая непре- 
рывная ЛИН1Я, проведенная въ какой либо моментъ движешя че- 
резъ точки среды, оставалась непрерывною-же во все время движешя. 



— 198 — 

Въ то вреия, кавъ среда 91:а деформируется и движется въ 
пространств'Ь, въ неиъ оовершаетъ абсолютное движен1е н'Ьбото- 
рая точЕа М^ посторонняя средЪ. 

Относительное движен1е точки М по отношен1Ю въ изи'Ьняе- 
мой сред'Ь есть переходъ ея черезъ точки среды^ совершающ1йся, 
съ течешеиъ времени, посл'Ьдовательно и непрерывно. 

Л1Н1Я, проведенная черезъ м^ т'Ь точки среды, съ которыми 
точка М совпадаетъ при движеши, есть траэкторгя относитель- 
на%о двиоюенгя точки М по отношеигю къ измгьняемой средть. 
Если представить себ'Ь, что эта кривая проведена до начала движе- 
шя, то, во время самаго движен1я среды, она не только будетъ из- 
менять свое положен1е въ пространстве, но также и свой видъ, по- 
тому что среда, точки которой образу ютъ эту лишю, деформируется. 

§ 54. АнадитичесБое Быражеше движешя нзнМя- 
емой средн. Траэкторш точекъ ея. 

Точки язм'ЬндемоИ среды мы условимся обозначать малыми буквами 
в']^мецкаго готическаго алфавита, наирим'1ръ: ш^, ш,)... 

Абсоиотныя координаты этихъ точекъ будемъ обозначать буквами: 
%, % § того же адфавита; значки внизу, съ правой стороны буквъ, будутъ 
доказывать, какой именно точк*]^ среды принадлежать координаты; наври- 
м'Ъръ: ^с^, ^1, ^1 суть координаты точки т„ х^, ^а» Ь— координаты точки тпз, 
и т. д. 

Абсолютный координаты этихъ-же точекъ въ н'1^который моментъ ^о, 
который мы можем7> принять за начальную эпоху, мы будемъ обозначать 
буквами О, Ь, С со значками, соответствующими точкамъ; наприм^ръ: 
^1) Ьх, Сх суть координаты точки «11 въ моментъ (^ а^^ Ьг, Сг — коорди- 
наты точки Шз въ тотъ-же моментъ ^^, мы будемъ называть эти коорди- 
наты начальными координатами точекъ системы, самый моментъ — «а- 
чальнымъ моментомъ движетя среди, 

Движен1е изм']&няемой среды будетъ намъ изв']^стно, если им']&емъ воз- 
можность перейдти отъ начадьныхъ коордвнатъ а, Ь, С всякой точки среды 
къ координатамъ ея %, % ) въ любой моментъ времени; для этого необхо- 
димо, чтобы )г, 9, } были выражены изв'к^тными намъ функц1ями началь- 
ныхъ координатъ й, Ь, С и времени (^ — ^о): 

13 
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5 = 5.(а,Ь,с,(-(„)| 

? = Э.(",Ь,с,(-<о) (227) 

»=9.(а,Ь,с,г— д| 

Большею частью будеиъ полагать: (, =:0. 

Этн трн равенства аналитически виражають двнхен1е всеЗ средн. 
юбы получить движел1е оиред'Ь.тенной точки (ш,) среды, надо иодсталить на- 
яьяян жюрдииаты ея (й„ Ъ„ с,) въ эти вырахешя; по исключеиш изъ 
[хъ вреиеаи ^ или ({—<«), мы получииъ два ураввешд траввгорхи, олисц- 
1еной точкою т, въ простравств'^Ь. 

Приводииъ н'^колько 11рн1111роиъ двитЕен1в изн^аемой среды, выра- 
зиныхъ подобныкй фориулаии. 

Прин'Ъръ 30- Движущаяся среда заключается нехду двумя параыель- 
1НЯ плоскостянн: х = + а и л; = — а, такъ что по направлешю оси X 
«да югЬетъ толщину 2а, въ прочихъ же из11^рен1яхъ разя'Ьры среды без- 

ЖД^кЛЬИЫ. 

Движете среды (Совершается схЬдующпиъ образонъ: 

5 = о,^ = Ы-в(1-|-)(,8 = с; . . . (228) 

I есть точки среды совершаютъ движен1я по линимъ, пераллельнымъ оси У, 
)нто11ъ различяыл точки, находяшдяся на одной лин1н перпендикулярное 
ь плоскости ХУ, совершавпъ однваковое дввжеи1е. Каждая точка дви- 
ется равномФрво со скоростью- 



5 (1-Й. 



и которой эависитьогьразстоян1лй точки до плоскости ГДваиболь- 
ею скоростью В обладавэтъ точки среды, находящаяся въ зтой плоскости; 
1ЧКИ же, находяшдяся въ плоскостяхъ х = ^а, веподввжвы. 

Прин'Ьръ 31. Движущаяся среда заключается между двукя круговыии 
{линдрическими поверхностями, ин'Ьющиии общую ось; внутреннал по- 
1рхность имЪетъ рал!усъ В„ варужвая — В,. 

Движете точекъ среды происходить по С11|дующеиу закону: 

4,0, ^ (Д'.-Д'О I* 1ов »'+(»*- Д'.)Д'. 1оК В'.+(Д',-т')Д'» 1о8 Д". . 



* » 
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гд^ Г, Ьу $ суть в|>утово'Ц1иивдри9есБ1Я вордянатн кавой-хибо точки сре- 
ды въ моментъ ^, а Х^^ Ь^, ^^ — ташя же воордкнаты этой точки въ няг 
чальннй иементъ. 

Примерь 32. Движущаяся среда заключается внутри круговой цилин- 
дрической поверхности радауса В; во/Ь точки движутся параллельно оси 

поверхности, такъ что координаты { и Ь иля г и Ь остаются постояв- 

» • * 

выми; законъ движешя сл']Ьдуюпцй: 

Зд'к^ь наименьшую скорость им'бютъ т'Ь точки средн. которыя нахо- 
дятся на самой поверхности, наибольшую— точки, находящгяся на оси по- 
верзсности; первый им']&ютъ скорость а, посл'Ьднхя (а+С). 

Прнм'Ъръ 33. Среда безгранична по ъс^}&ъ направлен1ямъ; движенге ея 
совершается во сл'Ьдующему закону: 



Х = ов«, ^ = 6е^% з = се^', 



(229) 



гд"]^ а, р, у суть величины постоянныя. 

По исключен1и времени изъ этихъ равенствъ, мы получимъ урав- 
нен]я: 



Ш-=Ш '-(!)'. 



(230) 



' ^1 



обращаюпцяся въ уравнешя траэктор1и какой угодно точки среды, если 
въ нихъ вм'Ьсто а, 6, С подставить начальныя координаты этой точки. 

Каковы бы ни были коэфиц1энты а, р, 7) но 6^11 они конечны, то изъ 
равенствъ (229) и (230) видно следующее: 

Точка среды, находящаяся въ начал'1Ь координатъ, остается въ поко]^. 

Тч)\{кд среды, находяпцдея на осях!ь координатъ въ начал*! движен1я, 
остаются на иихъ во время движешя; каждая . такая точка движется по 
своей оси, которая ей служитъ траэктор1ею. 

Точки среды, находящ1яся въ плоскостяхъ координатъ въ начал*]^ дви- 
жев1я, не выходить изъ своихъ плоскостей и во время движешя; напри- 
м']^ръ: если с = О, то ^ = О для всякаго и 

Траекто)р1И точекъ, находящихся въ плоскости ХУ, выражаются урав- 
нен1емъ: 



..=ЧЙ'; 



13* 



;ы умовъ, оостшдхемнхъ съосью Укаоатьнынш еь точхлт этш 
:ъ, внраввптса фо^шушни: 

а8кгор1и эти, сиотря по величин! н зияку отношеи!» а:% ногуть 

различный характеръ. 

ли 1 н ^ шгЬюгь одинаковые знаки, то не! кривыя ороходятъ че- 

ичаю Боордиватъ. 

и 3 — ^ вс! он! су1ь прянмя лин1н, проходхщ1я черезъ начаю воор- 

я -ц- > 1 вс! врнвыл васаптся оси У въ начал! коор^щнать, такъ 

грн;=0н1и^^0 последняя формула дасггь {§{кУ) = 0, если 

-о- > 1. Вс! крявыл, вапракшясь въ бвжонечносгь, прибшха- 
Р 
1ъ паранельностн съ осью X ОбщШ хараатеръ траэккф1Й ^а 

1 таковъ, какъ на чертеж! 88, гд! представлены траэктор1и для 



1Н -^- ]> 1 вс! кривыя касаются въ начал! коордниагь къ оси 2 
1ШЛ1ЮТСЯ въ беэБонечность параллельно оек У; обшдй характеръ яо- 
маобрахенвону на чертеж! 89. 

1НВНЯ ие дроходять черезъ начало коордннатъ, если а и Э ии!юп 
нне знаки, он! ассннптотическн приближаются къ осямъ коорди- 
[одобво систем! равнобочныхъ гиперболъ, представленной на чер- 
0. 

55. Зная движете изи^Ьяяеной среды к абсолв)т- 
квижен1е точки, определять относительное дви- 
) ея по отношвн1и> въ этой средЬ. 

аше отвоситЁльнаго движен1я точки М по отпошешю къ двнжу- 
нзи!вяе110б сред! должно состоять въ тохъ, чтобы иы ноглн ува- 
ь какою точкою среды совпадаеть точка М въ любой 1 



;лй нанъ язв!ство движен1е н!которой изн'Ъняекой среды, выражен- 
|рнулаки (227), я абсо:гютние движете точки М, выраженное фор- 
I (I) <лр. в, то ны иожеиъ опред!лить относительное двнжед1е точки Я 
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по отвошешю къ этой сред^, то есть вш ножемъ оиредфдвть: на^алъныя 
координаты Оо, 6о, Со той точи Шо среды, съ которою точка М совяаг 
даеть въ моиентъ ^=0 (начальный), начальныя координаты их, Ьх, С^ той 
точки Ш^ среды, съ которою М совпадаетъ въ иоментъ Ь^1^ и вообще на- 
чадьныя координаты От, Ьт, Ст той точки щ^ среды, съ которою точка М 
совпадаетъ въ моиентъ ^ = т. 

Величины Ст, Ьт, Ст опред-котятса и&ъ ннжесл'Ьдующихъ равенствъ, вы- 
ражающихъ, что въ моментъ т координаты точки М равняются коорд^на- 
танъ точки Шт. 



/1(т) = 8г1(ат,Ьт,Сх,т) 

Ш = $2 (От, Ьт, Ст, т) 
(ъ{'^) = %ъ (От, Ьт, Ст, т) 



(231) 



Величины От, Ьх, Сг онред'&лятса взъ этихъ равенствъ въ функ^ 
ц1дхъ т: 

^ = ?1М, Ьт = <р2('с), Ст = <ргЬ) (232) 

Эти выражешя применимы во всякому моменту двхзкеи1а и могуггь 
быть р^эшшкфвваемы какъ виражетл отнооительааго деиженгя; но жо- 
ключенш идъ иихъ времени т, мы получимъ два уравмешя кривой лиши, со- 
единяющей начальныя положен1я вс']^хъ точекъ сроды, черезъ который 
про§детъ точка М во время движеи1я; вта К1Н1вая предетавляегь положетву 
которое гитет* въ момемтъ ^=3 трсшкторгя, отноотпелтаго деиженгн 
точки Ж 

Поясвимъ скаванное нриМ'Ьромъ. 

Прим^ръ 84. Движете среды оовершаепся, какъ указано въ врим&р^^ 
30-мъ, абсолютное же движеше точки Ж пронеходитъ равномерно по пря- 
мой лиши ЛЗ (черт«91) и весь путь совершается ею въ теченш времени Т, 
тавь что движеше выражаеггся сл1|дующимъ обра90]^ъ: 



X 



= а(2^ — 1 ), у= {х + а)-|, л = О, 



Въ эюмъ случае равенства (231) получать сл']&дующ1Й видъ: 

а(2^-1) = а,(а + а)^ = Ь + Б(1-(|)')х,с=0.(233) 
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И» вихъ получшъ внражев1я (232), воторна зд1сь будуп С1^• 
дующ1я: 

а = а(2^-[),Ь = 2^Ъ~2В-:{1 ~ ^) ),с = 0. 

По исключен1и изъ нихъ, иш лучше прямо изъ равенствъ (233), вре- 
мени т, мы лолучимъ сд'^дующее уравнеше траэктор1и относитедьнаго дви- 
жешя въ начадьноиъ ооложеши; 

Ь=(1+!){»-?(1-Ш..-- 

На чер1'еж* 91 лин1я Л I" 2^ 3** 4* 5° В изображаетъ эту кривую для 

3 
того случая, когда ВТ=^-^Ъ. 

§ 56. СФть, образуемая положешями въ простран- 
ств* траэкторш относительнаго двкжешя ж траэкто- 
Р1ЯМИ т'Ьхъ точевъ среды, которыя находятся на от- 
носительной траэкторхи. 

Траэктор1я относительнаго движешя есть кривая язм']^няемаго вида, 
движущаяся и деформирующаяся вм'1^ст^^ ео средою; въ предндущемъ § 
мн показали, какъ составить уравнен1Я положб&1я ея въ начальвнй мо- 
ментъ, теперь мы покахемъ, какъ составить уравнен1я 11оложея1Я ея въ 
какой либо монентъ Ь движешя. 

Во ВСЯК1Й моментъ ^ отвосительная траакторЫ образуется т^^ми же 

точками Щ^ Щу т^ Шт, средн. по которымъ она проходить въ 

моментъ ^ = 0; движеше же этихъ точекъ опред'кгатся по формуламъ (227), 
если въ нихъ подставить начальныя координаты этяхъ юч^къ; такъ движе- 
ц1е точки Шт выразится сл'&дующими формуламш 

$ =!51(?1('с), ?2(х), 9з(х), О 
^ — д^ Ых), «раСх), (рз(х), ^) 
Ь ^ З'зС^аСт), ср2(х), 9з(х), <), 



, . • . . (234) 



если въ нихъ разсматривать т — какъ величену постоянную, а ^ — какъ 
переменную; по исключети времени ^ изъ нихъ, мы получимъ два урав- 
нешя: 

©1(8, 9, а, х) = о, в,(5, 1), ал) = о , . . . . (235) 

траэкторш, описываемой точкою Шт* 
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Если, оставивъ въ равеаствакъ (234) ( оостояннниъ, будешь давать т 
различна 8начен1я отъ 7=: О, соотв']^тсвующаго началу движешя, дот, со- 
отв']^тствующаго концу его, то эти равенства будутъ давать намъ воорди- 
натн, воторня им^ютъ въ монентъ ^ раздичныя точки Шо, Ш]^ Ш2; •.... 
Шт .... среды, находящ1яся на траэкторш относительнаго движешя; ис- 
ключнвъ, поэтому, величину т изъ равеиствъ (284), мы должны будемъ по- 
лучить уравнен1я кривой лиши, проходящей черезъ ташя положен1я всЬхъ 
этихъ точевъ; это и будутъ уравнешя: 

Ф1(5, Г), ь, <) = о, Ф,(х, 1?, а, «) = О (236) 

лоложешя, занинаемаго траэкторхею относительнаго движешя въ мо- 
ментъ Ь. 

Саныя же равенства (234), при &остоянно11ъ ^ и перем'Ьнномъ т, вы- 
ражаютъ то абсолютное движете, которое им^а бы точка Ж, если бы 
среда оставалась. недодвижЕо и неизм-Ьино въ томъ самомъ иолоттш, ко* 
торое она им'1етъ въ моментъ ^ при дМотвительномъ движенш ея, и если 
бы притомъ точка М вполн']^ сохранила свое относительное движете, то 
есть если бы она совм'Ъщалась, въ этомъ предполагаемомъ движеши, 
со всякою изъ точекъ Шх въ тотъ самый моментъ т, въ который она со- 
вм'1щается съ нею въ дМствительномъ движен1и. 

Такимъ образомъ выходить, что равенства (234) им^ютъ двойное зна- 
чбше. 

Если дать т какое либо постоянное значенье^ то равенства (234) 
будутъ выражать движете той точки Шт среды^ съ которою совмгь- 
гидется точка М въ моментъ т; уравнешя (285) выражаютъ троек- 
торт этой тючки Шт* 

Если дать ^ какое лу^о постоянное значен4е^ то равеномва (234) 
будутъ выражать движенье^ которое совершила бы точка М^ если бы 
она сохранила свое относительное двг^женге по отношенгю къ средгь^ 
приведешюй съ самаго начала д&иженгя въ неподвижное положенге— 
тождеотвнное съ т/1ьм% которое среда эта имгьетъ въ моментъ I 
движетя ея; уравненгя (236) выражаютъ трйжтюрт^ котирую описа- 
ла бы точка М при этомъ движети; эта кривая представляетъ по- 
ложенге^ занимаемое тражтор%ею относительнаго движетя въ мв- 
ментъ ^ 

Каждому моменту т соотв^тствуетъ кривая (235) и каждому моменту 
I: соотв-Ьтсвуетъ кривая (236). 

Если давать т въ уравнен1яхъ (235) вс^ значешя отъ т =» О до ^•=Т 



;'^^: 



) 



к. 
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(гдЪ Т естыюментъ конца всего движен1я), то волзл^^кь ^{мюнешя системы 
безчисленнаго множества традктаргй, описываемыхъ вС1ьми ттками среды^ 
чрезъ который точка М проходить при движетн. 

Бсди давать ^ въ уравнен1яхъ (286) веЬ значешя огь ^ = 0до < = Т, 
то иолучимъ уравнеша системы безчисленнаго множества кривыхь лингй^ 
представАяютихъ положетя (ттн^мпем^ной тродкторги въ прострела» 
ствгь. 

Пусть 1\ <", <"', «"" . . . суть Н*€КОЛЬКО М01вНТ(ЖЪ ДВ11«вН1Я; 

Ш1,т2, Шз, т4, . . . — т'Ь точки изм'Ьняежой среды, съ который 

въ эти моменты совмещается точка ЛГ, 

ш^ , т\ у т'з, .... (черт. 92) — положбН1я, занимаемыя ими 

въ моментъ^' 
т'^! у т'\ , т''з, .... (черт. 92) — ооложешд, занимаемыя ими 

въ моментъ <'' , 
т/'', т^"\ тз'\ . . . (черт. 92) — поломи1я, занимаемыя ими 

въ моментъ <"' 

На чертеже (92) проведены черезъ эти точки двФ системы кри- 
выхъ ЛИН1Й; пунктирныя ЛИН1И суть траэкторш, описнваемыя точ- 
ками Ш!, Шз^ Шз, . . . ; лиши же, проведенныа сплошною тон- 
кою чертою, суть положешя; занимаемыя траэктор1ею относитель- 
ваго движеи1я въ моменты Ь\^\Ь'^\ .... 

Въ моментъ 1^ точка М находится въ подожети М\ гд4 она 
совпадаетъ съ точкою Шг, находящеюся въ положен1и ш'1; въ течеши 
промежутка времени (^" — <') точка М проходитъ посл-Ьдовательно 
черезъ точки среды^ образующ1я часть относительной тра9ктор1И, 
заключающуюся между точками гПх и Шз; въ моментъ 1^^ точка М со- 
вм'Ьстится съ точкою Шз, которая, описавъ въ течен1и промежутка 
времени (<"—*') дугу Шз' Шз" своей траэкторш, придетъ въ моментъ 
1^^ въ положеше Шз''; зд1ксь, въ положеши Ж", будетъ находиться 
и точка М въ этотъ моментъ. Въ моменты <"', <'"' . . . точка 
М будетъ въ положешяхъ ЛГ'", Ж"", .... 

Изъ чертежа 92 видно^ что траэкторхя абсолютнаго движешя 
проходитъ д1агонально черезъ узловыя точки сЬти, образуемой 
двумя системами кривыхъ лднШ. 
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Бривня одной еиетеиы суть траэктор1И Т'бхъ точекъ среды, 
съ которнмя точка Ж совмещается при движенш. 

Еривыя другой системы суть положешя, занимаемыя въ про- 
странстве траэБтор1ею относительнаго движед1я. 

Абсолютная траэктор1Я проходитъ черезъ всЬ тЬ точки с^ти, 
въ которыхъ пересекаются две кривыя лиши различныхъ системъ, 
но 0ТН0СЯЩ1ЯСЯ къ одному и тому же моменту времени, нанримеръ^ 
точка т/' находится на пересечеши траэктор1и той точки ш^ среды, 
съ которою точка М совмещается въ моментъ ^'\ съ ноложешемъ, 
занимаемымъ относительною траэкторхею въ этотъ моментъ. 

Бели движущаяся среда неизменяемая, то кривыя: 

Шх Ша' Шз' . . . 
Шх" Ша" Шз" . . . 

ш/" ш;" т,"' . . . 

будутъ представлять раэличння положешя въ пространстве одной 
и той' же кривой неизменяемаго вида, какъ въ § 47 и на чер- 
теже 74, кривыя же другой системы могутъ различаться одна отъ 
другой не только ноложешемъ, но и видомъ. 

Еаи наконецъ неизменяемая среда движется поступательно , 
то каждая система кривыхъ будетъ состоять изъ параллельныхъ 
кривыхъ ЛИН1Й тождественнаго вида, какъ напримеръ на чертеже 93. 

Мы разсмофримъ видъ сФти для движен1я, указаннаго въ принфр^ 84. 
Бъ этомъ случае равенства 234 таковы: 



г = а(2^— 1) 

1,= 2^{ь+2Б(1— 5*)(«-т)} 

5 = 



. . . . (237) 



Уравнен1я (235) зам'Ьнятся вд'Ьсь двумя равенствами, незакхючающими 
времени Р. 

««а(2^-1), 8 = 0; (238) 
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они выражаютъ, что траэкторхи течекъ Шх Шз суть щмшня лити 

параллельныя осп У. На черт]Ьж']Ь 91 изображены траэвторш ткхъ то- 

Т Т 
чекъ среды, съ которыми точка М совпадаетъ въ ломенти: т =1 -^, 2 — > 

Т Т Т 
3-5-, 4"^, ^-^"5 точки среды, яаходящ1Яся въ Л и Д неподвижны. 

По иск1ючен1н времени т изъ равенствъ (237), мы получимъ уравнен1Я 
другой системы кривыхъ--положев1й, занимаемыхъ относительною траэкто- 
р1ею въ различные моменты ^. 

, = (1 + |)(» + В(1-|)(<-|(1+|))),1=0.(239) 

I 

На чертеж'Ё 91 представлено семь кривыхъ этой системы, представляю- 
щихъ положен1я относительной траэктор1и въ моменты: 

гр гр гр гр гр 

*=0»-б"? 2^, 3-^, 4-^, 5^, Т. 

§ 57. Скорость относительнаго движен1я точки по 
отношежш Еъ изм:Ьяяемой еред'Ь; зависямоеть между 
скоростями: относительною и абсолютною. 

Скорость относительнаго движенгя ег какой либо моментъ I 
есть скорость тою двиоюенгя^ которое цмгьла бы еъ эт^отъ 
моментъ точка Ж, если бы она сохранила свое относитель- 
ное движете по отношенгю късредгь, приведенной съ начала 
движенгя въ неподвижное положенге, тооюдественное съ тгьмъ, 
которое итьеть эта среда еь момвштъ Ь при дпйствитель 
номъ движенги ея. 

Но такое движете точки М выражается равенствами (234), если въ 
нихъ разсматривать Ь — какъ постоянную, а т — какъ перем'Ьнную вели- 
чину. 

Скорость этого движен1л въ моментъ I и будетъ скоростью относитель- 
наго движешя въ этотъ моментъ. 

Поэтому, чтобы получить выражеше проэкц1и относительной скорости 
и на ось X, надо взять производную по т отъ перваго взъ равенствъ (234) 
и загЬмъ положить т = 1;; получимъ: 
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Такихъ обрааомъ мы оодучимь сд'Ьдующш внражеЕш ддя проакцШ от- 
носительной скорости на оси воординатъ: 



исоа^ил) — ^ си ^ ^ €[^ ^ с^с (И 
и со8(цУ) = :^ ж + -^дГ + ЖЪ' 
исо8(.и^; — л» «г< ^ йв (?* ^^ л <?« ^ 



; . (240) 



ВХ0ДЯЩ11 зд%сь производныя по времени отъ (X, Ь, С, опред'^^лятся изъ ра- 
венствъ (231) или изъ выражетй (232). 

Прим'Ьняя эти формулы къ прим']Ьру 34-му, мы найдемъ для него: 

исо8(иХ) = 2 -^г; исо8(иУ)= -§- — ^(1 - 4) ^^, 

отсюда видно, что проэкщя относительной скорости на ось X шипеть по- 
стоянную величину, про9кц1я же ея на ось У имФетъ величину перем-Ьв- 
ную; наибольшую величину им'Ъетъ она въ начал*! и въ конц*]^ пути, наи- 
меньшую— въ середин^Ь пути, гд^ величина этой проэкщи равняется 

Скорость относительнато движенгя въ моментъ ^ направлена, конечно, 
по касательной къ положенхю относительной траэкорхи въ этоть мо- 
ментъ. 

Если взять производныя по ^ отъ равенствъ (234), разсматривая т казвръ 
постоянную величину, а зат^мъ положить т = ^, то получимъ выражешя 
проэвц1Й на оси координатъ скорости ю той точки среды, съ которою точ- 
ка М совпадаетъ въ моментъ Ь\ эта скорость направлена по касательной 
къ траэктор1и этой точки; и такъ: 

го С08 (гоХ) = ^; м? соз (гоУ) = §; гс соз (го2) = ^; (241) 

зд-Ьсь введенъ знакъ д вм-Ьсто обычнаго Л въ выважен1я производныхъ для 
того, чтобы обратить вниман1е на особое значенхе этихъ производныхъ; это 
суть частныя производныя по времени, взятыя при предположен1И, что 
а, Ь и С суть величины постоянный. 
Въ примФр^ 34-мъ: 

ги сов {гоХ) = О, м? сое (гоУ) = Л(1 — ^) = 4-уг(^1 — 5^]. 
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Абс01ютвая сгореть тачки 1Гвиркхается провэмдвнкн по времени оп 
|рдинать ея х, у, х. 

Съ жруюй стороны эти координаты вырахажугсн татке н формулами 
7), ес1И въ ннхъ считать й, Ь, с фувкшянв вреиеав (2№); поэтам;: 



(242) 



Если принять во внрман1е полукенныя выше вырахени (240) и (241), 
увхдинъ, что лосл'Ёднк равенства (242) вырахаютъ сгЁдующую завп- 
10сть между скоростями V, и, *а 



«С«8(Л)=§ = § 


= 1 + ^' + >'+§=' 


„м(.;У)-|-| 


= %+'й<'' + й^'+^'' 


Vш(Vг) = %=§ 


= 1 + 1«' + г|ь' + 1с' 



■ 1Х + Щ (243) 



3. скорость абсолютнаго даиженгя точгеи М въ какой либо молкнтг 
лпь %еометричее«ая сумма скорости той точки изменяемой среды, 
которою точка М въ этотъ моментъ совпадаешь, и скорости опшо- 
лелънаю двиакенгя точки М по опчюшетю къ среда въ тотъ-же мо- 
та. 



п = V-V;■, (244) 

]. скорость относитсмнаго двыакетя точки М по отмошетю къизмп- 
■мой среЛь есть геометрическая разность между скоростью абсолтл- 
двияеекгя точки М и скоростью той точки среды, съ которою точка 
м разсматриваемый моментъ совпадаетг. 

Легго убиться въ справедднвости этого соотношешя при дввяен1н, 
смотр^ннонъ въ прим^р^ 34. Между прочимъ зам'Ьтимъ, что въ точ- 
л Л и В (черт. 91) скорость те равна вулю; поэтому въ этнхъ точкахъ 
|росп. отвосительнаго двжжени совпадаетъ со скоростью абсолютнаго 

[жен1я, такъ что траэктор1Я Л !• 2* касается къ прямой лин1Я 

> въ то<ис^ А, а траэктор1я 4' 5* 2) касается къ этой прямое въ 

жк В. 
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ГМВА VI. 

I 

О сс»ставныхъ движтяхъ. 

§ 58. Составное двЕягеше точен, образующееся 
изъ соедднешя двухъ составляюпщхъ двнжвн1й. Двн- 
хен1е переносное. 

Еслц говорятъ, что точка М совершаетъ двио9сеше составное 
и9ь двут соста$лвющит двиоюенгй^ то лодъ этикъ подрадумЪ^ 
вается, что одро тъ составдающихъ двкхаш! ееть отноеителыое 
дв1«бН1е ед по отношенш къ н1ккоторой сред!, которая дшжется 
такийъ образонъ, что точка М совершаетъ въ дМотвительвооти 
дижеюе, нашиваемое еоставннмъ. 

Надрщ^ръ: какое лябо тДю движется по коду движущатося 
вагона; абеодютное дмжеше каждой точки этого тЪда можно ра;»* 
сматривать, какъ составное мэъ двугь составдяющихъ движанШ, 
одна И8Ъ которндъ есть относительное двнжеше этой точки во 
отношешю къ вагону. 

^1д)угой лршФръ: лодка церепднваатъ рЬ&у; абсодтное дви- 
жеше каждой точки лодки можно ра8сматриватЬ| какъ составное 
изъ двухъ составдяющихъ движен1й, одно изъ которнхъ есть относи-' 
теньное движен1е по отношен1Ю къ изм^Ьняемому тФлу — къ водф рФки. 

Другое изъ двухъ составдяющихъ движен1й точки Ж заключает- 
ся въ томъ, что точка М, совершая свое относительное движен1е по 
точкамъ ср$дн, переносится вм'Ьст'Ь съ ними въ пространств'Ь; 9то 
составляющее движенье называется п^носнымг деишсетет (Мои- 
уетеп!; ^'е^^гаШепьеп!;. Р&Ьпш^Ье^^е^о^) точки Ж« 

Такимъ образомъ всякое движенье точки М можно разсматри- 
вать, какъ движеше составное (топуетеп!; гёва11;ап1) изъ двухъ 
состарлиюцихъ движешй (шопуешепи сошродап19) атой точки: 
изъ относитедьнаго движенья ея по отношешю къ движущейся 
Еакимъ либо образомъ невзм^Ьняемой или ивмАняемой ср^д'Ь и изъ 
перейос^аго Д1ижен1я тачки вм'Ьст!Ь съ згою средою; такое со- 
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гавлеше дв1жен1я таогда жохетъ быть произведено въ д'ЬВствв- 
вльности, въ другихъ хе случопъ оно только ныслиио. 

ДвижеБ1е точки Ж, образуемое составлен1екъ язь двухъ движе- 
1Й, можетъ быть илн ябсолютныжъ, >л<, въ «вою очередь, отвоси- 
ельвшъ, ввпрннЪръ, относительное двнхен1е точки М по отно- 
1ен1Ю къ движущейся сред4 Л: I кохно разложить на два двн- 
;ен1я, если ввести среду ^<@ П, имеющую какое либо двЕхен1е 
о отношешю къ средф № I; эти два двихен1Я будутъ: относи- 
мьное двихепв точки М по отношен!» къ оредф № II и не- 
еиоеиов двихенте ея вм^стФ со второю средою въ относитехь- 
оиъ двихеВ1и зтой среды по отношетю къ еред4 ^*6 I. 

' Тра8втор1я двнхен1К составваго нзъ двухъ двихе&1й перееф- 
аетъ д1Вгональво сЬть, образуемую двумя системами кривихг 
ИН1Й, какъ показано въ §§ 47 I 56 н на чертех&хъ 74, 92 

93; кривня Л1И1В одной системы првдставиюгь пмохешя, за- 
пшеиня тра8ктор1ею относитехьнаго дмхен1Я въ различные мо- 
еяты времени, кривня лин1И другой еиетеиы предетавдяютъ тра- 
Етор1и т^Ьxъ точекъ среды, еъ которыин еовпадаетъ точва Ж вг 
азличные моменты времени. 

Каждому моменту времени % соотв1(тствуетъ одна крива! первой 

одва кривая второй овстены; об4 пересЪкаютея ва тра«ктор1н 
)Ставнаго движения. 

Наорям'Ъръ моменту ^' въе^и,11редставленнойначертех'Ь93,со- 
гв^тевуютъ: кривая ХЛ\ ш']... ш'^, представляющая полохеше отио- 
ггельноВ тра>ктор1И въ 9Т0тъ моиеятъ и кривая ш/ т1"...— тра- 
Бтор1я точки Ш], еъ которою въ атотьмементъ оовпадаетъ точка Ж. 
Бел бы было уничтожено переноеяое движете точки Ж и среда 
остоянно находилась бы въ полохеи^я, занимаемомъ ею въ момеитъ ^', 

относительное двихепе точки ЛГ осталось бы неизи^неннымъ, то 
вть вта точка совпадала бы еъ точками пц, ш,,.... Шв въ х\ са- 
ые ноиенты ^, ^'... ^"", въ которые она совоадаетъ еъ ннпвъ сО' 
гавноиъ двихети, то двнхен1е точки Ж соверпгалооь Ы по кривой 
ч' т,' ш^' т,' Шй' и притомъ такгаъ образояъ, что она приходила 
н въ зги точки пространства въ моменты *', (", *"', ("", ("'". 
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I 

Есш бы бн до умчтаяено отюеятедыоб движен1е точки М и она 
постошшо шходиаеь из въ есшюдм!! съ точкою оц, а движете 
среды совершаюсь бы беаъ 131^Ьвен1&^ то точка М описывала бы 
траа]втор1ю ш/ Ш1'' ш^/'' тл^'^^ . . . такимъ образоиъ, что она при- 
ходыа бы въ 8ТИ точки простравства въ ноиентн Ь\ 1^\ 1^^\ Ь^'^'. 

Прии^чаи1е А. Б|СДН будетъ дана пара крявцхъ хишй, 
соотвЪтствующихъ одноиу номенту вреиени, будетъ «адаио движен1в, 
которое совершила бы точка М по первой кривой, при уничтожеши 
составддющаго движбН1я, еоотв'Ьтотвующаго второй кривой, и дано 
движен1е, которое совершила бы точка М по второй кривой, при 
уничтоженш составлякщато движепя, соотв'Ьтетвуюцаго первой 
кривой, но не будетъ задано движен1е среды, то иы ие буденъ въ 
С0СТ0ЯН1И определить составвое движете точки Ж Предположимъ, 
что н&иъ заданы такимъ обравоиъ кривня: ш\ ш'г . . . ш'ь и 
т'х т'\ • . . (черт. 92 и 93); если предположимъ, что среда дви- 
жется поступательно и въ етомъ предположеши построимъ сФть, 
представленную на чертеж* 93, то получимъ изображенную на этомъ 
чертеж* травктор1Ю М' Ъ^^ .... составнаго движетя; если же 
предположимъ, что среда имФеть друрое движете, при которомъ 
с*ть получаетъ видъ, представленный яа чертеж* 92, то получится 
траэктор1я совершенно иного вида. 

Скорость относительнаго движешя точки М въ моментъ Ь и 
скорость той точки среды, съ которою въ этотъ моментъ совпадаетъ 
точка Му навнваютсд екоростяни (жтаА^м1(тиосъ дтоюенгй ъъ 
моментъ <, первая — относительнаго, вторая пе^реноснаьо] вообще 
мы можемъ выразиться такъ: 

Скорость точки М въ какой либо моментъ I въ которомъ либо 
изъ составляюпщъ движешй есть та скорость, которую она им*ла 
бы, если бы было уничтожено другое составляющее движете, а точка 
М въ оставшемся движен1и проходила въ моментъ I черезъ по- 
ложете, занимаемое ею въ этотъ моментъ въ составномъ двнжен1и. 

Между скоростями точки въ составляющихъ движетяхъ и 
скоростью точки въ составноиъ двнжети существуетъ следующая 
зависимость: 
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Вь каждый момент д^жетм скорость состаенаю движенгя 
есть геометрическая оумма€$еороотей соспшеляюи^йл деио1ееиШ. 

Эта зашспооть доказана въ § 48 дм т4хъ елучаевъ, когда 
среда нбИ81|Ънде]1ая1въ§ 57 для т'бхъ сду^гаевъ, когда среда Н9* 
М'Ьнябмая; но, по важности 9то1 теоремн, кн считаемъ вео^хо- 
димнкъ привести зд'Ьсь еще другое доказательство ея, иного рода 
ч'Ьнъ т%, который приведены въ указанннхъ параграфах^. 

Пусть Ж (черт. 94) есть положение движущейся точки въ иокентъ 
{^М' — положеше ея въ весьма бли8В1й къ^жоментъ (<+&); т и 
Ш1 — тА точки среди, съ которыми, точка ЛГсовпадаетъ въ нонеитн 
{ и (^+0); на чертеж'Ь 94 эти точки изображены въ двухъ положе* 
шяхъ: ШИШ! суть положешя ихъ въ моментъ Ц ш' и т'г — въ мо 
меитъ (<+&); точки ш и ш'^ совпадаютъ съ точваии М и Ж^ 

Въ трехъ черт«жахъ: 94, 95 и 96 изображены: траэктор1л со- 
ставнаго движенхя — толстою чертою, положеше относительной тра- 
эктор1ивъ моментъ { — тонкою чертою и траактор1Я точки ш-- 
пунктирною дишею. Бром! того на чертеже 94 изображено тонкою 
лнншю положеше относительной траэктор1И въ моментъ ({+Ь) ж 
пунктирною лишею — традктор1я точки Ш1. 

Проведемъ сАкущ1я лиши черезъ точки: М и М\ М и Ш1, 
Шх И М^ по нимъ отложимъ длины: 



нервыя дв'Ь отъ точки М (т), посл^кднюю отъ точш ш^. 
Можно показать, что лин1я ЦУ равна и параллельна линш 



Ш1Ж; въ самомъ д'Ьл^ изъ предъидущихъ равенствъ слЪдуетъ: 

му _ Ж7_ _ \^^ 

поэтому треугольники ЖШхЖ^ и МТГУ подобны, а следовательно, 

■ ■ ■ ^ — ' — 

ЛИН1Л Т1Т параллельна лиши т^ж или тгхТГ и кром* того: 



уу _ г 



такъ что длина ЛУ равна длин* ШхТГ 
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Будегь теперь уменьшать ведмшну промежутка 9 и приближать 
его БЪ нулю; тогда длиы МИ^ МУж Ш1ТГбулутъ изменять и на- 
арамдеюе и ведичмви, но четыреугольникъ Ш! 177ТГ будетъ, иам'Ьняя 
раим^рн и/нааравлев1я етороиъу оотаватьея паралделограммомъ (черт. 
95); въ то же время треугольнмкъ МтМ' будетъ уменьшаться въ раз* 
м'Ьрахъ (черт. 95) м с'Ькущ1я будутъ приближаться къ касатедьннм'ь. 

Когда & обратится въ нуль, с*квущ1я обратятся въ касательння 

(черт. 96), длины МУу МП, щ ТГ получать величины и направле- 
шя СБоростей^, и, и? составная) и составляющихъ движен1й, притоиъ 
четнреугольниБъ Л№1г;|г будетъ параллелограммомъ; следовательно 
скорость составного движенгя имтьешг такую величину и т^- 
кое направленге, что представляется дгагональю параллело- 
грамма^ построеннаю на скоростяхъ составляющиосъ движенгй. 

11римечан1е В. Если будетъ дана пара Бривыхъ лиши сЬти, 
соотв'Ьтствующихъ одному моменту I времени, и даны движен1Я, кото- 
рыя совершала бы по нимъ точка Л/'при предположешяхъ, указанныхъ 
въ прим'Ьчан1и А, то мы будемъ въ состоян1и по этимъ данныиъ опре- 
д'Ьлить величины и направлен1я скоростей составляющихъ движенгй 
въ моментъ {, а по нимъ, сл'Ьдуя правилу параллелограмма, опред'Ь- 
лимъ величину и направлеше скорости составнаго ^движенхя въ этотъ 
моментъ. Изъ этого сл^дуеть, что разныя траэБтор1И составнаго дви- 
жешя, получащ1яся, ваБъ указано въ прим^чаши А, при различныхъ 
предположенкхъ относительно движен1я среды, будутъ им'Ьть 
общую насательную лин1ю въ точб'Ь М (см. черт. 92 и 93). 

§ 59. Составное ДБИхенхе твердаго т^^ла илинеиз- 
жфдяемой среды, образующееся изъ соединешя двухъ 
составллющихъ движешд. 

Если гов(^ятъ9 что гЬло имАегь движенге составное и$ъ 
двухъ с^етавАякщихг движенгй^ то подъ этимъ подразум'Ьвается, 
что одно изъ составляющихъ двмжешй есть относительное по от- 
ношен1ю БЪ н1^БОТорой средЪ, которая движется таБимъ образомъ, 
что тФдо совершаетъ въ дМствительности движеше, называемое 
составнымъ. 

и 
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Мы ограничимся только т'Ьни случаями, въ Еоторыхъ движу- 
щееся тАло — твердое, а среда — неизменяемая. 

НапримФръ: абсолютное движен1е К№ого либо твердаго т^ла, 
движущагося ио поверхности земли, можно разоттривать, каясъ дви* 
жеше составное изъ двухъ составляющихъ движе11й^ одно ввъ кото- 
рнхъ есть относительное движете т^а по отношен1ф' въ неиз* 
меняемой сред'Ь, неиамЪино связанной съ земнымъ шаромъ. 

Другое изъ двухъ составляющихъ движе&1й тверда]?^ т^ла 
заключается въ томъ, что тФло, совершая свое относительное дви- 
жете по отношетю въ неизм'Ьдябмой сред-Ь, переносится вмФст'Ь 
съ нею въ пространств'^; это составляющее движенхе разевается 
переносиьшг движенгемъ твердаго ттыла. 

Тавимъ образомъ вся вое движен1е твердаго т^лаили неизменяе- 
мой среды можно разсматривать, вавъ движвн1е составное изъ двухъ 
составляющихъ движен1й: изъ относительнаго движешя этого т^ла 
или этой среды по отношенш въ другой неизменяемой среде и изъ 
переноснаго движен1я тела или первой среды вместе со второю средою. 

Линейная сворость всявой точви твердаго тела въ составномъ 
движеши есть геометрическая сумма своростей этой точви въ состав- 
ляющихъ движен1яхъ тела; то есть, сворость важдой точви тела въ 
составномъ движен1и его есть геометричесвая сумма, составленная 
изъ скорости ея въ относительномъ движенк по отношетю въ 
неизменяемой среде и изъ сворости той точви среды, съ воторою 
въ разсматриваемый моментъ совпадаетъ свазанная точва тела. 

Изъ этого следуетъ, что въ важдомъ изъ составляющихъ движе- 
Я1й твердое тело имеетъ невоторую угловую сворость и некоторую 
центральную ось; въ относительномъ движен1И — угловую сворость 
и центральную ось относительнаго движен1Я, въ переносномъ*— угло- 
вую сворость и центральную ось той движущейся неизменяемой среды, 
при посредстве воторой производится еоставлете движетя. 

На основан1и довазаннаго въ § 50 мы можемъ свазать, что 
уиотя скорость соспшвнаго двиоюенгя твердаго тгьла есть 
геометрическая сумма угловыхь скоростей е^/о въ составляю- 
щихь двио/еенгяа^. 
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Изъ §1 51 н 52 легко внвеотя араввяа, оаредЪляк)щ1я дйвиси- 
мость между полоявешями централынхъ осей составная к состав- 
ляющихъ хпшгАй твердапо т'Ьла. ' 

§ 60. Составное движете точбя нли твердаго 1*&ла, 
образующееся изъ еоединвН1а н'1ско2Гъкихъ еост1вл:ян)- 
щихъ двихенШ. 

Положвкъ, что лочкА М ^вершаетъ какое лкбо абоолнутноо 
движете. 

Предетаюмъ себ'к несколько яеяэн'Ьняемахъ средъ: № I, № П, 

•№Ш, ^6 (1?:— II), № (^?— I), еовершающихъ, каждая, 

свое абсолютное движете. 

Абсолютное движен1е точки М можно разложить на К со- 
ставляющихъ движен]й няжесл!Ьдующимъ образомъ. 

Прелое всего условимся относительно н^которЫ1:ь обовиачешй. 

Точки, оринадлежащ1Я средФ ']& I будемъ означать знаками: Ш1 
съ ваддежащиин зна^чкаии внизу; такъ Ш^!, ЭКД, Ш2э1, .... суть 
опред^Ьленння точки этой среды; точки среды № П будеиъ обозначать 

зншаии: ШШ, точки среды % Ш - знакаии ШШ^ и т. д ; 

точки среды № (1Г-*1) — знакаии: ЭЙ(^Г— I). 

Абоолюпыя скорости точекъ среды ^\& I будеиъ обозначать 
зимами вида (^1), среды <№ П — знаками вида (^^П) и т. д. 

Относительный скорости точекъ среды ]^ П въ отнооительноиъ 
движеши ея по отношешю къ сред^Ь № I будеиъ обозначать знаками 
вида (1м;П), относительння скорости точекъ среды ]€ Ш въ относи- 
тельвоиъ движенш ея по отношешю къ сред'Ь «№ П — знакаиивида 
(Пм^Ш) и т. д.; вообще относнтельныя скорости точекъ среды 
№ ^7 въ отиосительноиъ движенш ея по отношешю къ сред'Ь № Л 
будмъ обозначать знаками вида {ВшЕ). 

Абсолютную скорость точки ж* I скороеть относнтедьнаго дни-' 
жен1я ея по отношешю къ сред'Ь № ^Е7 иы будеиъ обозначать зна- 
каии V и Ш). 

711Щ1д скорость како! либо среди 1ё ^9 въ абсолютноиъ дви- 
женш ея' будемъ обозначать зиакомъ (шЕ); угловую скорость ея въ 
оФносительномъ движея^ ио отношеи^юкъсред^Я~8накомъ(Я<д^^. 

14* 
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На освован1и сказавваго въ § 58» абсолютное движенье 1Н)чби 
М южво разснатривать, ка&ъ еоставвое ввъ отноеительвАГо дви<' 
жен1д ед по отношен1Ю въ сред! Лё I в ввъ веревоенаго две- 
«ев1я ев вв^ст! съ этою средою; 

Сворость 1^ абсолютваго двв«ев1в точкв М ьъ важднй во* 
иентъ вреневи I есть геометрическая сумма, соетавдшвад И9гь сво* 
рооти точки М въ относвтедьнонъ д;вижеи1в ев по отшш1еВ1Ю къ 
сред'Ь № I в взъ абсолютной скорости той точки Ш1 средн ^^ I, 
съ которою въ моментъ I соввадаетъ точка М\ внразвмъ это 
символическою формулою: 



V = (^V) + {^^) (245,а) 

Въ свою очередь относительное движен1е точки Мт отно 
шен1ю къ средЪ № I можно разложить на относительное двнже 
В1е по отношен1Ю къ сред'Ь № II в ю переносное движете точки 
М вм:Ьст'Ь со второю средою въ относительномъ двнжевш этой 
среди по отвошешю къ сред^Ь № I. 

Скорость {У) можно тогда разсматривать какъ гебметрнческую 
сумму относительной скорости (11«;) точки М въ относительномъ 
движен1и ея по отношенш къ сред! ^^ II и скорости (1м;11) той 
точки Ш11 среды № II, которая въ разсматриваемый моментъ сов- 
падает^ь съ точкою Ж^ и съ точкою Ш; т. е.: 



(Ь) = (Ш) + (1г(;11), (245,Ь) 

На основан1и сказаннаго въ § 59, угловая скорость абсолют- 
наго движен1я среды № II есть геометрическая сумма, составлен- 
ная изъ угловой скорости среды № II въ относительвомъ движе*^ 
Н1И ея по отношен1Ю къ сред! № I изъ угловой скорости абсо- 
лютнаго движешя среды № I; т. е.: 

Щ) = (ЫЦ+Й) ....... (24б,а) 

Дал:Ье, относительное движете точки Мт отцошещш въсред'Ь 
№ II можно разложить на относительное двнжен1е ея по отвощешю 
къ сред'Ь № Ш и на переносное движев1е ея лш'ЬетЪ еъ этою средою, 
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въ отноеятеямоиъ двпБеюи ередн ^& III по отюшенш еъ сред-Ь 
ЛИ. 

Скорость (11^;) относительнаго двЕжешд точки М по отношенш 
къ еред% }& II можно тогда радсматржвать, какъ геожетрическую 
сумму, (доставленную изъ скорости (1Ш) точки ЛГвъ относитель- 
номъ двихеши ел по отношен1Ю къ сред'Ь № III и изъ скорости 
(11г(?Ш) то1 точки 2ЙП1 среди, ^6 III, которая въ разсматриваемый 
моменгь совпадаетъ съ точками 1Г, Ш м ЗИП; т. е.: 

Щ<^)=(ШгО + (1ЬЛП) (245,с) 

Угловая скорость (шШ) абсодютнаго движешя среды Лё III есть 
геометрическая сумма, составленная изъ угловой скорости относи- 
тельнаго движен1л среды № III по отношен1ю къ средЪ № II и изъ 
угловой скорости абсолютнаго движешя среды № II, т. е.: 

ЩГ)==(1МйГ)+Й1) (246,Ь) 

Продолжая тавинъ образошъ далФе, мы дойденъ до формулъ: 

((Ж- II)») = ((Ж— I) ») + ((X— ц)и»(л:— I)) . . (245,к-1) 
(ш {К—\)) = Ш^щ^к-Ц + (в>(г:— п)) . . (246,к— 2) 

Слохивъ равенства {^^Ь,а,Ъ,с, А;— 1) почленно, 

ми получииъ следующее символичесБое равенство: 

V ~ ((^^:— I)») +((ж:— п) т (^г—'I))^-((^5г— 111)«;(е:— 11)+ . . . 

. . . +(П«>ш)+(П^+р) (245) 

Слохивъ почленно равенства {%^Ь^а,Ь,с, "к — 2), 

■ы получимъ сл^^дующее символическое равенство: 

(а>(Г— I)) = ((Ж— 11)0) (Г— I)) + ((2Г— III) «(Ж— II)) + .... 

... 4- (ПшШ) + (ЬО!) + р) (246) 
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Изъ пфбдндущаго сд'ЬдубтЪу что абсолютное двжжбш среды 
^Ё {К—1) можно разсиатривать, вакъ составное нзъ сл'Ьдующяхъ 
(К—!) составллщжхъ движенШ: 

(1) Шъ относнтельнаго двихенк ср#ды по отцошенхю къ сред! 
№(^С— II), угдоваа скорость котораго означена черезъ ((X— II) 

и)(Ж— I)). 

(2) Изъ нереносиаго двнже11Я среды «№ (к^ I) ни'Ьст! съ средга 
№ {К— и) въ относите льномъ дв1жев1и посл^Ьднвй по отвошенш къ 
сред* № (Ж— III); угловая скорость этого двнжешя есть ни что иное, 
Ешъ угловая скорость относител1даго движен1я среды ^^ {К— И) 
по отношешю къ сред* •№ (^— III), т. е.: ((X— 111)а)(1Г— II)). 

(3) Изъ переноснаго двнжешя среды № {К—1) вм4ст4 со сре- 
дами № (^—11) и ^& (К— III) вг относительномъ движеши послед- 
ней по отнон1ен1ю къ сред* № (К— 17)] угловая скорость этого 
переноснаго двнжешя есть угловая скорость относнтельнаго двн- 
жешя среды № (^К'— Ш) по отношеН1Ю въ сред* ^6 {К — IV) у т. е.: 
({К—1Г)о>(К—Ш)). 

{К— II) Изъ переноснаго движен1Я среды № {К— I) вм-Ьст* со 
средами )6^6: (^К'— II), (X— III) Ш, II въ относитель- 
номъ движен1и последней по отношешю къ сред* № I; угловая 
скорость этого переноснаго движен1я есть: (1(1)11). 

{К— I) Изъ нереноснаго движен1я среды ^^ (К^Х) вм^стАсо сре- 
дами №№: (г— П), (К~1И) ... III, Ц, I въ абсолютномъ движенш 
последней; угловая скорость этого переноснаго движен1Я есть: (ш1). 

Равенство (34:6) выражаетъ, что угловая скорость состав- 
наго движенгя твердаго ттьла есть геометрическая сумма угло- 
выхъ скоростей въ составляющим двиоюёнгяхъ этою ткьла. 

Это значитъ, что если отъ какой либо точки отложить ко- 
торую либо изъ угловыхъ скоростей составляющихъ движешй, отъ 
ея конца — другую, отъ конца этой второй — третью, ит. д., то, 
соединивъ начало первой щ концомъ последней, получаю лмнш, 
представляющую угловую скорость составнаго движен1я. 

Совершенна бе8))азлично которую 1^ составляющихъ угловыхъ 
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еворовтей откладывать пдрвоп, которую — второю, и т. д.: резуль- 
татъ цолучаетея оджнъ ж тотъ-же. На чертеже 97 представлено 
1юетроен1е угловой екороетй И соствнаго движешя ао угловымъ 
екороетямъ ш!^ ш^^ . . . . с»» еоставлдющихъ дв1жен1й; построеше 
сд'Ьлаш) трод&шъ образонъ. 

Если движение тФла соетавдею изъ трехъ еоетавляющихъ дви- 
«е91й и угловиа скороети составддющихъ движен1й не лежатъ 
въ одной олоекоети, то угловая е&орость еоставнаго движен1я ио- 
жетъ бать ооетроена кавъ д1агональ цараллеленипеда, построен- 
наго на ребрахъ равныхъ и наралдольннхъ угловыиъ СЕоростяиъ 
еоетавляющнхъ движешй. 

ЁСЛ1 движен1е гЬла еовтавное изъ двухъ еоставляющихъ дви- 
жешй, то угловая скорость его иожетъ быть построена какъ Д1а- 
гональ вараллелограмма, поетроениаго на сторонахъ равныхъ н 
нараллельннхъ угловымъ екороетямъ составляющнхъ двнжешй. 

Прмм1Ьръ 35. ТЪло В^ имеющее форму полукруглой вилки 
(черт. 98), привр^кцлеиной къ стержню А2!, вращается вокругъ оси 
02 этого стержня, нм'Ья въ н'ЬБОторый моментъ I угловую скорость 
{шВУ Другое т'Ьло К^ им'Ьющее на чертеже форму кольца съ двумя 
шинамж N и ]>^у вложенными въ круглыя гн-бзда вилки В, вра- 
щается вовругъ оси N'ОN; это кольцо Ку въ относительномъ дви- 
жешй по отщ)шенш &ъ виле'Ь В у им'Ьетъ угловую скорость, направлен- 
ную веегда по оси ОЩ пусть {Ва>К) есть величина этой угловой ско- 
рости въ моментъ {. Третье тЬло, имеющее на чертеж^^ видъ шара С, 
наглухо над^^таго на ось 22\ вложенную въ гн1^зда кольца К, мо- 
жетъ, но отношенш къ кольцу К, совершать вращенш вокругъ оси 
02; пусть шаръ С им'Ьетъ въ моментъ Ь угловую скорость {Ко>С) 
въ втохъ относите4]^номъ двмжеши по отношешю къ кольцу К. 

Составное движете шара Сбудетъ некоторое вращеше вокругъ 
точки О, угловая скорость котораговъ моментъ < найдется, какъ гео- 
метрическая сумма сказанныхъ трехъ угловыхъ скоростей иди какъ 
Д1аго1аль параллелепипеда, поотроеннаго при вершин'Ь О на реб- 
рахъ, изображающихъ эти угловыя скорости. 

Въ § 27 на стр. 97 въ строках* 5 — 7 сверху бщо упомянуто, 
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что величины ф ж' и в' суть угловня б1Борости трехъ вращатель- 
ннхъ двихвн1й, изъ воторнхъ вращательное двнжен1е твердаго гЬла 
вокругъ неподвижной те«и можетъ бнть еоетавлеио; легко теперь 
вид'Ьть, что для 8То1*о надо вообразить ееб'Ь дв:Ь вспокогатвльяня не- 
изн^Ьняеиыя среды: I и II, первая изъ воторыхъ вращается вокругъ 
оси 2^ ин'Ья въ разсматриваеный иоментъ угловую скорость ж', а вто- 
рая ин'Ьетъ по отношетю въ первой средЪ вращательное движете 
вокругъ оси 0N^ неизи'Ьнно связанной съ первою средою и ин^Ьетъ 
въ разсиатриваемнй монентъ угловую скорость ф' въ втоиъ отиоситель- 
ноиъ движеши. Полное движете Т'Ьла ножио тогда равсиатривать 
вакъ составное: 1) изъ относительнаго движетя его по отношетю къ 
сред'Ь II, состоящаго во вращети съ угловою скоростью э' вокругъ оси 
02^ неизи^Ьнне связанной съ этою средою, 2) изъ нереноснаго движе- 
шя т'Ьда, общаго со средою II въ относительноиъ движети Ш>сл1д- 
ней по отношенш къ сред^Ь I и 3) изъ переноснаго движетя т^ла, 
общаго со средаии II и I въ абсолютножъ движети посл'бдяей. 

Если ОК будетъ на жгновен1е параллельна оси У, а ось 02 -т 
оси X, то (шБ), (В(лК) и (К<аО) будутъ равны провквдяиъ угловой 
скорости составнаго движетя на оси координатъ X, У, 2^ то есть, 
т'Ьмъ величинаиъ, который мы во второй глав^Ь обозначили буквами 
Р, ^у В; следовательно Р, ^, В Д'Ьйствительно иж'бютъ значешя 
угловыхъ скоростей трехъ составляющихъ движети, иаъ которыхъ 
полное движете т^Ьла ножетъ бнть составлено, какъобътонъ упо- 
нянуто въ § 26 на стр. 92 въ строкахъ 4 — 7 сверху, только эти 
составляющ1я движетя ииЪютъ ту особенность, что въ разсиатривае- 
мнй моментъ времени мгновенння оси ихъ взаимно перпендикулярны. 
Тоже самое можно сказать и о величинахъ р, д, г. 
Возвращаясь снова къ разложен1Ю абсолютнаго движен1я точки 
Ж*, мн видимъ, что это движете можетъ быть разложено на К 
сл'Ьдующихъ составляющихъ движея1й: 

(1) На относительное движете точки Ж^по отношетю къ сред'Ь 
]^ {К — I); скорость ея въ зтомъ составномъ движети мн озна- 
чили черезъ((ЛГ — 1)ь). 

(2) На переносное движете точки Жвм4ст* со средою № (К—1) 
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въ отиоеительнкжъ движен1и посл'Ьдией по отношен1ю въ средЪ № 
(К — II); СЕорость этого соетавюго движенм: {{К — II)м;(^йГ— I)) есть 
скорость точки Ш {К-^1) въ относительнонъ двихшх среды 1^ 
{К — I) по опяопеш» жъсред4Л&(ДГ — II). 

(3) На переносное движен1е точки Ж вн'Ьст'Ь со средою «№ 
{К — I) и со средою й {К — II) въ относительнонъ движен1И но 
слАдней по отношешю къ сред'к № {К — III); скорость этого со- 
стамаго движени: ({К — 111)и?(К — II)) есть скорость точки Ш 
{К — ^11) въ относительнонъ движешя среды № (К — II) но отно- 
шешю въ сред-Ь № (1^—111). 

{К — I) На пер^осное двнжеЕ1е точвиЖвнЪсгЬ со средани: 

№ (К — I), № (ЛГ— II), Л& П въ относительнонъ движеши 

последней по отношенхю въ средЬ № I; скорость этого составнаго 
движен1я: (1^11) есть скорость точки Ш1 въ относительнонъ дви- 
жен1и среды ^Б П по отношен1Ю къ сред^ № I, 

(К) На переносное движен1е точки Ж виФстФ со средани ^^^^ 
(^К^— I), {К— II), .... II, I въ абсолютнонъ движеши последней; 
скорость этого составнаго движен1я: (геТ) есть скорость точки 9П1. 

Точки 2Й1, ЗИП, .... ЩК — 1) совпадаютъ одна съ другою 
и съ точкою Ж въ разснатриваеинй моментъ. 

Равенство (245) выражаетъ, ччо скорость соетмнаю движе- 
нья $почки есть геометрическая сумма скоростей составляю- 
щиал двиоюемЛ ея. 

ЗатЪнъ, все что приведено выше относительно построешл угло- 
вой сворости составнаго движешл твердаго т'Ьла, прин^няется также 
и къ достроешю линейной скорости составнаго движен1я точки, то есть: 

Когда составное движете точки составляется изъ двухъ со- 
ставляющихъ движешй, то скорость составнаго движешя есть Д1а- 
гональ парадлелогранна, построеннаго на скоростяхъ составляющихъ 
дви2кен1й (§ 58)^ потону что вс4 три скорости ин1кютъ тав]я ве- 
личины и направлен1я, что изъ лиши, равныхъ и параллельныхъ 
инъ, ножно составить занкнутый треугольникъ. 

Когда составное двнжеН1е точки составляется изъ трехъ состав- 
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лдАщбхъ дввженШу то скорость составАго двжженк ж три скорости 
еоотавляющихъ двиавбнШ ишШгь таш велтн к шшравлеш, 
что изължиШ, равннхъ и паралдельннхъ имъ, нежво ооставить 
замкнутый четыреугольнЯЕъ; еелк еворост! ооставляющихъ дви- 
хеши» буду'^и проведбвы 1зъ одной точки, вс лежать въ одной 
пдош)стн, то чотнреугольникъ будетъ не 0лоскШ к тогда скорость 
составнаго двиаени можно построить какъ даатональ параллеле- 
пипеда^ • ностроеииаго на скороетихъ состав дякшщхъ движешй. 

Еогда составное движен1е точки соотавляетси ивъ п соотавдлю- 
щихъ движешй, то скорость составнаго движеихя и п своростей со- 
ставлдющихъ дввжетй ии^ють ташя величины, и направленш, 
что изъ лишй^ раввыхъ и параллельннхъ жщ%, можно ноетроить 
замкнутый многоугольникъ, составленный изъ(^+1) сторш%. 



ГДАВА УП. 

Вопросы, въ которыхъ требуется определить движен1е точки 
по даннымъ выражеи1ямъ скорости ея. 

§ 61. Вопроеы и задачи, въ которыхъ ищется абсо- 
дютное движете точки по даннняъ для всего двжжешя 
выражешямъ проэкц1й скорости на коордижатныя оси. 

Если известно абсолютное движен1е точки, то, какъ показано 
въ 1-й глав*, мы можемъ, путемъ дифференцировашя, составить 
внражеН1я въ функщ1яхъ времени проэкцтй скорости точки на 
координатный оси; такъ, изъ выражетй (1) стр. 6 мы можемъ 
получить выражещя (8) стр1 21. 

Если же, обратно, будутъ заданы, въ фун^Ы1;^яx'ь времени, 
выражен1я проэкщй скорости точки на координатншг оси, то, 
желая определить самое движете, мы станемъ конечно интегри- 
ровать данныя выражен1я: 

. %=т\%=т\%=т) .... (24?) 
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Ревудьтатн интбгряровмпя: 

х=Сг-\- / т)Л1, у=С2+/щ()си,^=а+/р,{1)си. .(248) 

заключаютъ три цроизвольныя постоянныя величины С1, С^, Сз, 
присутств1е которнхъ въ фориулахъ показываетг, что задашю удо- 
влетворяетъ безчисленное множество движен1й изв'Ьстнаго рода. 

НапримФръ, если дано: 

Зг ~ *» ^ ~ Р' 5^ "~ '^^ 
то иолучаются формулы: 

ж = С1 + а<, у= С\+^1, ^ = Оз+Т^ 

выража]0Щ1я, что движенхе точки съ постоянною скоростью данной 
велячмин м нанраиешя можетъ совершаться по какой либо изъ без- 
чмслеяяаго мвожеетва арямыхъ ЛИН1Й9 параллельныхъ направлентю 
данной скорости, и притомъ положенхе движущейся точки на каждой 
изъ тавихъ лиши въ моментъ Ь = совершенно неопред^Ьленно. 
Другой прим«ръ: 

Зд'Ьсь получаются интегралы: 

яг= С1 + а«, у= ^2+^; 
по исключенш изъ нихъ времени, мы получаемъ уравнен1б: 






выражающее, что задан1Ю удовлетворяетъ движете по каждой изъ 
параболъ опред'Ьленваго параметра — , главный оси которыхъ на- 
правлены параллельно положительной оси У; положеше же вершины 
параболы -^произвольное, но въ моментъ { = О движущаяся точка 
должна быть въ вершин^Ь своей параболы-траэктор1И. 
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Вообще, въ р'Ьшен1яхъ вопросовъ этап) роде прокввояьнш 
постоянння величины входятъ только при Боординатахъ точки, 
такъ что разности гг— Сх, у — СТа, я — Сг суть вполне опред4лен- 
ння фунБЩИ вреиени, незаключающ1Я никакихъ произвольннхъ 
величинъ, введенныхъ интегрированхемъ. 

Если, кром* функшй ]р1, ]р2, 1^3, будутъ заданы координаты 
^0) Уо^ ^0 точки въ какой либо опред^Ьленный иоиентъ времени 
^0, то величины постоянныхъ 01, Са, Сз въ интегралахъ (248) опре- 
д^Ьлятся тЪмъ, что эти интегралы должны выражать положен1е точки 
въ моиентъ ^0, какъ и во всяк1й монентъ движен1я, а потону: 

01 = а;о — ^1{к\ С, = уо — ва(д, Оз ;?=: 4Го — 9з(^) • , (249) 
гд4 

%г{1)=/т)Л1, ва(0 =/2^2(0^, ^г(1)=/т)Л1. 

Моиентъ 1о мы буденъ называть началщыт цометтмг^ а 
координаты 0^0? Ул^ь <^о — начальными цоордгшФюшмщ во июгихъ 
случадхъ будещъ полагать *о == 0. 

Свазавное здф«ь прп^няется подобнымъ же образонъ и къ 
т'Ьиъ случаямъ, когда положен]е точки выражается покощш коор- 
динатъ полярныхъ, сферическихъ^ и др. 

Прим'Ьръ 36. Точка движется по поверхности сферы рад1уса Б Закинь 
образомъ, что скорость ея им-Ьетъ постоянную величину и составдяетъ по- 
стоянный уголъ а съ т^ми мерид1анами, черезъ которые она проходить. 

Пусть V(^ есть величина скорости; она перпендикулярна къ рад1усу 
вектору точки и проэкщи ея на оси ^ и ^ постоянны и равны: Vо со8 а, 
Vо 8Ш а; ноэтому: 

2?^ = ^оС08а; Втгр-^^ = VоНта. 
Интегрируя первое изъ этихъ уравнешй, мы получимъ: 

Д(ср — С2) = г;о*С08а, 



или 



<Р = С,Н-а<, (250) 

гдъ ДЛЯ краткостд означено черезъ а отношенхе: ^ — -.- 
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Второе лзъ дцфференщдльныхъ ураваешй моа;но теперь пр|адставдть 

въ сл^^дующемъ вид*]^: 

' • . ■ * 

^1 — ^_ уд 

» 
I 

Произведеиъ интегрированхе, цодучимъ: , 



184 



1ое:^8^'^^^ . : (251) 



Изъ равевствъ (250) и (251) мы тюлучаемъ уравнен1е, опред'к1яющее 
ц^лую систему крнвыхъ лпн1Й, перес']Ькаюш,ихъ меридианы подъ угломъ 
а; какъ упомянуто на страниц'Ь 12-й, кривыя этого рода называются 
локсодром1ями. 

Если 1федполоЖ1ГГь, что при ^0==^» ?=?о, '^'^=0, то равенс1:ва 250 и 
251 получать тогь самый видъ, который они им^ютъ на стр. 12-й въ 
прим'ЬрЬ 6-мъ. 

Изъ выражен1й(1) и (3) можно составить друпя выраген1я про- 

» 

ЭБЦ1Й скорости на оси координатъ, въ функц1яхъ не одного только 

* 

времени, но также и коордиватъ точки; наприм^ръ, мзъ вырахва]й: 

их ^ о й^ 

аь~^' аь~^' аь~^' 
можно составить сл'Ьдующтя выражсшя: 

б^х X— а йу у — Ь йг а — с 

Обратно, могутъ быть задачи, въ которыхъ требуется опреде- 
лить движен1е точки, зная функц1н коордипатъ и времени, ко- 
торыми выражаются проэкц1И скорости на координатныя оси; такъ, 
пусть ивв^Ьетны фуикщи ^^1, ^^29 ^^зотъ о?, у^&^ ^, выражающ1л нро- 
ЗКЦ11 скорости На оси X, у, 2^; Тогда придется интегрировать 
совокупный дифференц1альныя уравнен]я: 

%-=Ш,^,У,я\ % = Р2{1,х,у,1и),% = Рг{1,х,у,г) (252) 

Въ курсахъ интегрировашя дифференцхальныхъ уравнен1й дока*- 
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знвается, что такая совокупность уравнешй имФетъ три интеграла 
съ тремя произвольннии ностоянныни. Если эти интегралы будутъ 
найдены, то, для опред^Ьлешя постоянныхъ произвольны хъ, надо, 
чтобы были даны начальный координаты въ начальный жонентъ; 
тогда задача иожетъ быть р'Ьшена вполн'Ь. 

Къ числу задачъ этого рода относятся задачи объ опред]^ен]и вида 
такъ называемыхъ поганныхъ лингй шк крглвыхъ преслгьдовангя и бп^г- 
ства. 

Д'кю заключаются въ С1'1^д7ющемъ: н'^которая точка Л движется дан- 
нымъ образомъ, другая же точка М движется такимъ образомъ, что ско- 
рость ея направлена къ точк*]^ Л и ъжЬспЛ съ гЬмъ есть данная функц1д 
времени; траэктор1Я точки М называется лвн1ею цресл'1^ован1д. Бели же 
скорость точки М направлена постоянно отъ точки Л, то траэктор1я пер- 
вой называется лишею б'Ьгства. 

Мы ограничимся следующею задачею этого рода: 

ПримФръ 37. Точка А движется по оси X равномерно со скоростью 
с, точка М движется также съ постоянною скоростью V^, направлен- 
ною къ 'ючк'Ь А\ кроме того даны начальння координаты точекъ А т М\ 
требуется определить движен1е точки М и видъ кривой, описываемой ею. 

Возьмемъ начало координатъ въ начальномъ лоложен1и точки А и 
условимся считать время отъ начальнаго момента; при такихъ условхяхъ 
координаты точки А въ момеятъ I будутъ: Ы и О; пусть х ти у суть коор- 
динаты точки М въ тотъ же иоментъ; нетрудно убедиться, что дифферен- 
щальныя уравнешя, поддежащ1я интегрировашю, будутъ въ этомъ примере 
сл^дующаго вида: 

гд* 



Приступая къ иитегрироватю этихъ уравнен1§, мы шначимъ, для 
краткости, {х — сЦ черезъ \\ тогда уравнен1я (25В) получать сл^дующ!! 
ввдъ: 

§= — " — 7^0, ^ = — 7^0, (254) 

гд* 



Изъ ураввен!!! (254) ны составннъ два кр^пя траввев1Я, нтегртрг 
ван1е которпгхъ не и1)сд|'тав1(тъ затрудвен!)). 

Ионноживъ первое и;)!. уравгденЫ (2&4) ча -7. второе — ва —„ 
оложпвъ ихт. вочлевыо, иы ^о^учинъ: 

жзъ ;1Тото и перваго изъ уравясюй (254) им исключииъ ., тогда пол 
чнмъ «^дующее дпфференщальнос уравнеи1е.' 

11!л. 1Н)то1>аго подучннъ одивъ )1зъ ивтсграловъ совокупности (253): 

/- = ,У^(1-с() + ^'(+С, (25! 

Другое иатсгрирующсесл Д||ф||'ср(![1111а1Ьцос уравиенк получннъ чере: 
д^к|са1е перваго клъ у]>авнси|П (254) на второе: 

пли: 



"'^^ ,* 



/!+(!?' 



Иатегралъ аосл-Ъдаяго уравнсвш — сл'Ьдующ!!!; 

/Т+]|У"+'|-=Сй/' .... {25( 

Дда того, чтобы лсоюч1|ть вреиа I ъщ. равенствъ (265) и (^6), и 
поступинъ С14дующимъ образоиъ: 
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Изъ равенства (256) «и^дуеты 



с. 



/•+Ш'+7 



ил: 



/> + (у) -^='^ (257) 

Изъ равенствъ (256) и (257) мы получимъ внра]&ен1я ддш / и $; 

пос1']&днее равенство р^пгамъ относита1ьно ^ и подученныд выражешя 
Д1Я ( и I подставимъ въ равенство (255), иодучимъ ура9нен1е траэкторш 
точки М: 

2 (^ + Й)=е-$1У^"' + ^/-'. • • • (258) 

Постоянныя С^ и (/4 определятся по начальнымъ координатамъ точ- 
ки М. 

На чертежахъ 99 и 100 изображены дв*]^ погонныя лин1и, первая для 

3 
с=2г7о, вторая для с= -^^^ первая приближается къ оси X ассимптоти- 

чески, вторая им'Ьетъ точку перегиба на этой оси въ тоиъ м']&сгЬ, гд^ 
точка М настигаетъ точку А, 

При с = ^0 интегралъ (255) принимаетъ сл']^дующ1Й видъ: 

Г-=\ + Сг\ (259) 

изъ него сл-Ьдуетъ: 

у' = СЛ2% + Сг). ....... (260) 

Для получешя другаго интеграла мы подставимъ полученное выраже- 
н1е для / въ первое изъ уравненШ (254); получимъ уравнеше: 

^__ 26+ С| 
интегрируя которое, получимъ другой инте]1)алъ: 



I + 01108 /2?+0^ = 0,-2 с«, 



или: 



я!+С11о8^ = С,-с< (261) 
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По исключен!!! времени изъ равенствъ (260) и (261), мы получим*!» 
следующее уравнеше погонной динш для случая о =:=:г;о: 

2(^ + т) = Щ-^^1^8|%+<:?. (262) 

§ 62. Задается скорость относительнаго движешя 
точки по отношенш къ движущейся даннымъ образомъ 
сред* и требуется определять движеп!^ самой точки. 

Прим']^ръ 38. Неизм^^няемая среда движется поступательно парал- 
лельно оси У и равном']&рно со скоростью р. Точка М им^етъ постоянную 
относительную скорость к, направленную параллельно оси Х\ въ моментъ 
^ = О точка М выходить изъ точки, находящейся Ш отрицательной 
оси X и им'^ющей координаты: л; = — а, у = 0, ^8=0. Определить дйиже- 
Н1е точки. 

Очевидно, что абсолютное движете точки будетъ происходить равно- 
м-Ёрно со скоростью: т/^* + Л' по прямой лиши, составляющей съ осью 
X уголъ, тангенсъ котораго равенъ отношен1ю: (р : к), С^ть кривыхъ, упо- 
минаемая въ §§ 47 и 56, будетъ состоять изъ прямыхъ лин1й, параллель- 
ныхъ осямъ X и 3^. 

Прим-]&ръ 39. Неизменяемая среда движется также, какъ и въ предй- 
дущемъ прим^р-Ь; относительная скорость точки М им*етъ постоянную 
величину и направлена къ нецрдви^ной точке О, находящейся на поло- 
жительной оси X и имеющей координаты: ж = а, у = 0, ^ = 0; въ мо- 
ментъ ^ = о точка М выходитъ изъ точки Л, координаты которой суть 
а;=з — а, у=0, ^? = 0. Определить абсолютное и относительное движете 
точки Ж 

Начнемъ съ того, что составимъ дифференцхальнБЕя уравнен1я^ выра- 
жающ1я, что проэкц1и на оси X м. У скорости абсолютнаго движен1я то^ши 
равняются сумме проэкцШ на то же направлен1е скоростей точки въ от- 
носительдомъ и въ переносномъ движеши: 

ж=*^';^=-*|+р. (263) 

где: 

Г=]/{а.— <сГ-^у\ 
Иаъ агохъ уравнешй можно соотавить два с]4[1ду1>щ{я: 

— {а—x)^^+у%-- А/'+ру, 

15 
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■ш: 



■^Ш 






иди: 



р Ас 



/1+Ш' ^^""'^! (264) 

Явтегралъ перваго изъ этихъ уравнешй даехъ уравнеше а^кшгютноб 
траэкторш: 



у + ]/{а-хУ + у' = Сг{а-ху-', . . Г (265) 

ГД*: 

^— А;- 

Для опред'к1ен1я постоянной, мы примемъ во внимание, что дри ^ = о, 
у=^о и д?=— а; нодставивъ эти величины о; и ^ вь полученное уравне- 
н1е, мы навдемъ: 

Сг = (2а)\ 

Интеградъ втораго изъ уравнен1й (264) будетъ: 

/•=(7, + й(е*— 1)г — еу, (266) 

по начальннмъ даннымъ найдемъ: 

Сг = 2а. 

При е = 1 оба равенства (266) и (265) тождественны; для опред'Ьле- 
шя другаго интеграла надо поступить тавже, какъ было поступлено въ 
примФр-Ь 37 для случая с =- V^, 

При е<1 уравнеше (265) удовлетворяется координатами точки С 

(а? = а, у = 0); точка М приходить *въ нее въ моменгк 1= ч-т^ уг 

Прим']^ръ 40. Шжквветля среда движегся, какъ указана въ прш1']&р^ 
30; скорость относительнаго движенхя точки М им^етъ постоянную вели- 
чину к и направлена параллельно оси X; начальный данныя: ^ = О, 
а; = — а, у = 0. Движете происходить въ плоскости ХУ. Определить дви- 
жен1е точки М абсолютное и относительное. 
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I 

Такъ какъ скорость относнтельваго дви&ешя точки М на1В[|)авлева па- 

1 

рацелшо ОСИ X и 1Пг1Ьегь шуэтоннфро величину А^, асворосггья^ерекосяаго 
движешя ея направлена параллельно оси У и равна СБорооги той «го^пш 
среды, (% которою* сов пада^тъ точжа М^ то,'09начив'Ь' черевъ х ж у^ ^абсо- 
лютныя координаты точки М, будеш» 1кж^!п»> сл^хун^Щ^я дифферовц1альныя 
уравнен1я для опред']Ь4ен1я абсолютнаго движенхя ея: 

§=*,1=в(1-а- ■ 



I ' 



Интегралъ перваго изъ нихъ есть: 

• 1 . 

I 

I . »■ 

Ж = (71 + Ы. 

Такъ какъ при ^ = О, л; = — а, то С1 = — а, а потому: 

I . 1 • > • 

х = Ы-а, (267) 

то есть проэкц1я точки М на ось X движется равном'Ърно. 

Подставивъ волучеивое впгр«ажете для х въ функцш Ь во вторбе изъ 
дифферецц1альныхъ уравцён1§ и интегрируя его, мы получииъ: 



аг ~ ^\ а а" ) 



3^ = ^» + ^(1-|)т' . / • 

такъ какъ лри ^ ==0, у. равно О, то (7я=:0, а потому другой цнтегралъ въ 
окончательной форм*]^ будетъ сл'Ьдующ1Й: 

3' = -В(1-й)?- ••••••■ (268) 

Равенства (267) и (268) выражаютъ абсолютное движеше точки М; по 
исключенш времени изъ нихъ, м^ получимъ уравкеше траэктор1и абсолют- 
наго движешя: 

1 

г' ="ш-»(2«—«) («; + «)' (269) 

Эта кривая ввобраавена толстою чертою на чертеж"]^ (101); она им'Ьетъ 
точку перегиба въ Е, гд-Ь ее пересЬкаетъ ось У; въ точкахъ Л и В она 
перес^^каетъ границы среды ортогонально; об']^ половины ея, разд'ккяемыя 
точкою Е, тождественны но виду. 

16* 
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Поступи '^^исъ въ примФр^ 34, мы можемъ постршггь систему дитй, 
представляющихъ пожожешя траэкторш отноевтеанаго двикевьа въ раз- 
дтане хоментн. 

Начаиныя коордннахы той точки средн, съ которою точка М совоа- 
даеть въ моиштъ х, выражаются тавк 

Координаты этой точки среды въ моментъ ^ будуть: 

По исключеши отсюда времени т, мы по1учимъ уравнеше подожен1я 
относительной траэкторхи въ моментъ ^ 

<? = ^(! + «){^^($ + «) + («-$)«}. . (270) 

На чертеже 101 изображены тав1Я вривня сооагЬтствуюоця семи мо- 

^ а 2а а 4м Ьа 2л* « 

ментамъ времени; ^=0, ^» ^ч г-> аь' оь» -ь' к«"кдая кривая нмъетъ 

касательную параллельную оси X въ точк'Ь иерес^ченЕя ея сътраэктор1ею 
абсолютнаго движенхя. 

Примерь 41. Движете среды — такое же какъ въ предыдущемъ при- 
ы^,^ точка Му выйдя иаъ точки Л въ моментъ ^=0, движется въ сред^^ 
съ постоянною относительною скоростью ку направленною къ точк']^ С 
координаты которой суть: х:=:^а^ У^О; опред'&кить траэктор1ю абсолют- 
наго движешя точки И. 

Въ этомъ прим']Ьр^ придется интегрировать сл^Ьдуюлрясовокупныя диф- 
ференщальныя уравнен1я: 

гдЬ 

Пожвожшъ второе изъ внхъ на (а — х) и придадинъ къ нему первое, 
понвожевное на у, аатЬиъ все раздФишъ на (а— л)*, получишь: 

— зг — =а.(« + а'); 
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ВДВ 



КА) в 



/1+(АУ 



Интегрируя, получнмъ: 



Ь8{^ + /1 + (АЛ = 0| + 2&(в + ^)*. 

Подставивъ сюда координаты начальнаго положев1Я точки ЛС, мы 
вайдемъ: С|а:0. 

Та»имъ образоцъ иохучммъ сл'Ьдующее уравнев1е траэктор1И абсодют- 
наго двжжевш точки М: 



у + У{а-хУ-\-у* = (а — а;)Л 

гд* 

Ур^виеше этой кривой можно предоуавить еще въ сг1д(ующе1[ъ вид']Ь: 

— (Д-Д') /^9 _ «-91 



» = ^'(е«-е-«) (271) 



ГЛАВА УШ. • 

Ускорен1е абсолютнаго движвнм точим* 

§ 63. Что нонимадотъ подъ имерел^ъ усюрешя. Из- 
мФрешя и единицы ускорешя. Представлешб ускоре- 

ШЯ ДДИНОН). 

УсЕорен1е есть конечная величина, присущая ыввщ такому 
движешю точки, въ коуоромъ скорость тЛш^ть шустейенно 
свою величину, или нап])авлен1е, иди то и другое вмФст^Ь. 

Прежде, чФмъ дать точное опред'Ьлен1е понят1я объ ускорен1и, 
прин'Ьнимое какъ къ прлиолинейному, такъ к къ криволинейному 
движешю точки, мы должны условиться относительно того, что 
сл^дуетъ понимать подъ. именемъ излиьнонгя скоростг^^ 

Пусть движущаяся точка М им^Ьетъ въ моментъ I скорость V^ 
величина и найравлеш^ которой изображаются соотв^тстеяюмъ ра- 
д1усомъ векторомъ О 77 (черт. 20) годографа скорости; въ некоторый 
коздн^йшШ моментъ ^ пусть точка им^кетъ скорость «;1, представ- 
ляемую рад1усомъ векторомъ 0171 того же годографа. 

Подг измгьненгемъ скорости точки еъ теченги промеоюутка 
времени отъ I до Ь^ мы будемъ подразумгьвать геометрическую 
разность меоюду скоростью VI и скоростью V^ то есть, такую 
скорость, которую нужно геометрически сложить со скоростью 
V для того, чт^бы получить скорость VI. 

Следовательно, «изм^неше скорости > есть также скорость] ве- 
личина и направленге этой скорости представляются величи- 
ною и направленгемг хорды ТШг, проведенной изъ точки Л 
къ точкгь Их годографа, потому что эта хорда равняется гео- 
метрической разности между рад1усомъ векторомъ 0X1^ ж рад1усомъ 
векторомъ ОЛ. 

Въ движенш точки скорость ея изм:Ьняется не вдругъ, но посте- 
пенно, такъ что въ течеши весьма малаго промежутка времени отъ I 
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да (<+д) омфость V явхДметсл на вееью мажую скорость, пред- 
ставляемую весьма малою хордою 17^1, соединя1»вм^ю на годографе 
точки 17 и Пи соотв4тствующ1я моментамъ I и Ц+Ь). 

При уменьшен1и промежутка времени & и при приближен1и его 

къ нулю, уменьшается и приближается &ъ нулю хорда ШЛ, а на- 
правлен1е ея приближается къ направлешю касательной, проведенной 
въ точк'Ь и къ годографу; отношен1е же скорости, представляемой 

хордою Т/Лгу КЪ величин^^ промежутка времени & приближается при 
этомъ къ некоторому конечному пред'Ьлу, называемому величиною 
ускоренгя точки въ моментг Ь] и такъ: 

Величина ускоренгя движущейся тачки въ моментъ I 
есть величина предтьла: 

■ 

првд*лъ [ '^'^^»^ — '] ^_^ ,,.,.,. (272) 

• 

кь которому отношенге меоюду измгьненкмъ скорости въ те- 
чети промежутка времени д, начинающагдся въ моментам 1^ 
и величиною самом промежутка прглближиется при умень- 
шенги величины послпдняго до нуля. 

Изъ этого опредФлен1я видно также, что ускорен1е им'бетъ 
разм'Ьрн скорости, деленной на время, а такъ какъ свюрость сама 
им^етъ размеры длвни, д'бленной на время, то ускоренге имгьетъ 
размгьры длины у дтьленной на квадратъ времени. 

Рад1усн же векторы годографа и длины его хордъ, хотя л 

аредетавлаютъ скороогм, но сани суть длины; ташь, хорда ЦПх 
есть длина, представляющая скорость во столько разъ ((олыпую едм* 
ницы скорости, во сколько разъ сама хорда бол^е единицы длины; 
формуле (272), выражающей величину ускореюя, мы придадимъ 
бол'Ье правильный видъ, если введемъ символы: д т в (которыми 
мы уже модь9(»вал1сь на стр. 113 и а'ЬдО» обовмачающк еди- 
ницы длины и времени, и представикъ щ формулу так'в: 



Величина уркоремя в -^пред. [--5-'] ^_^ ). . . .(273) 
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ЗдАвь ИИх овшчаотъ длину, емросгь же, аредетевмен&я 
9!К0Ю длиною^ рина: 

ь Уц, ХЩ 

в' д ~ в ' 

Въ ЭТОЙ формуле (273) мы кожежъ зан^Ьнить хорду дугою, 
ею стягиваежою, по (^дующпъ причинажъ. 

Въ курсахъ дифференц!альнаго исчислен 1Я доказывается , что 
длина хорды, стягивающей дугу безкоиечно-жалой длины А$, короче 
самой дуги на безконечно-малую величину третья го порядка; а именно: 



хорда = А5 — ^! 



• • • > 



дал^е сл^Ьдуютъ члены, закл1>чающ1е высш1я степени А$; р — озна- 
чаегь длину рад1уса кривизны кривой. 

Прим'Ьняя эту формулу къ дугЪ Ло годографа, стягиваемой 
хордою ТШгу МЫ получимъ: 

тттт — А ^^^У 



• • 



а отсюда: 



пред. [^^-]=пред.[:^]— 2^,пред|у]— 

При приблихенш & къ нулю, второй и слЪдующ1е члены 
второй части этого равенства обращаются въ нуль, такъ какъ 
каждый изъ яихъ заключаеть бешонечно-налую величину Аа въ 
никоторой степеп; ноэтому: 

* 

На осяоыпя этого велмчшв уекоре11я моаюп бить внра* 
хена (ЯгЬдующв» .фор]^лою: 

Величина усворенц — -^ (пред, [т] » = о )* 



I 
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ик^ употребляя обнквовенння обозначен1я дифференц1альнаго ис- 
чясдшя: 

Величина ускорешя = у -^, (274) 

гд'Ь Ла есть длива безБонечно- малой дуги годографа, проб'Ьгаемая 
точкою 17 въ течеши безконечно малаго проиехутка времени отъ 
момента I до момента I + сИ. 

Такъ какъ ^ есть величина скорости точки 27, чертящей 

годографъ, то посл^Ьднее равенство внражаетъ сл'Ьдующее: 

Величина ускоренгя движущейся точки въ какой либо 
моментг времени равняется дтьленной на единицу времени 
величингь скорости^ которую имтьетъ въ этотъ моментъ 
точка Т1у чертящая годографг» 

Мы внше показали, что ускорен1е им^Ьетъ изм%рен1я или раз- 
меры длины, деленной на квадратъ времени; подобно скорости, 
оно изм^^ряется особою единицею — единицею ускорен1я. 

Ускореше равняется единиц* тогда, когда скорость точки, 
описывающей годографъ, равняется единиц*. 

Чтобы дать бол4е наглядное понят1е объ единицахъ ускоре- 
Н1й и объ разм*рахъ самихъ ускорен1й, мы остановимся на т*хъ 
прямолинейныхъ двихешяхъ точки, въ которыхъ ускореше им*етъ 
постоянную величину. 

Пусть точка М движется по прямой линш такимъ образомъ, 
что разстояше ея отъ некоторой точки /^о этой прямой линш 
выражается следующею формулою: 

8 = Л + ВЬ+ С^, (275) 

гд4 Л есть постоянная величина, им-Ьющая изм*ретя длины, В — 
постоянная величина, имеющая йдм*рен1Я скорости, С — постоянная 
величина, имеющая изм*рен1Я длины, деленной на квадратъ времени. 
Скорость этого движен1я выражается формулою: 
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Годографъ есть прямая лив1Я, проходящая черезъ вачшю коор^ 
динатъ и паралдедьная тра9ктор1и точки Ж; разстояше о токи ТТ^ 
чертящей годографъ, отъ начала координатъ равняется скорости 
точки Ж, помноженной на единицу временн^ то есть: 

По формул* (274) мы найдемъ, что величина ускорешя равна: 

1 йа 



в сИ 



щ 



то есть величина ускорен1Я постоянна и раввяется удвоенному 
коэффищенту С. 

Прямолинейное движен1е съ постоянннмъ ускоренхемъ назн- 

« 

вается, какъ известно, равномгьрно ускоренпымг^ если скорость 
точки М непрерывно возрастаетъ^ и равномгьрно замедленнымъ^ 
если скорость непрерывно убываетъ. 

Мы не входимъ зд'Ьсь въ подробное разсмотр'Ьнхе свойствъ рав- 
ноускоренныхъ и равнозамедленныкъ прямолинейныхъ движешй^ такъ 
какъ это д-Ьлается съ достаточною подробностью въ качальннхъ 
курсахъ Физики; мы обратимъ вниман1б только на такое равно- 
ускоренное движенте, въ которомъ ускорен1е равняется единиц*. 

Возьмемъ такое равноускоренное движете, въ которомъ въ на- 
чальный мов^ентъ скорость равна нулю и въ которомъ точка М 
проходитъ въ первую единицу времени длину равную половин* 
единицы длины; ускореше въ этомъ движен1и равняется единиц*. 

Въ самомъ д*л*, для того, чтобы при ^=0 скорость точки 
М равнялась нулю, необходимо, чтобы В равнялась нулю; дал*е, 
мзъ формулы (275) сл*дуетъ, что ддика пути, пройденнаго точкою 
въ течеши времени ( отъ начала движен1я, выражается такъ: 

длина пути, пройденнаго точкою М въ течен1И первой единицы 
времени отъ начала движешя, выразится такъ: 

С (единица времени)^ = С!»^; 
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пжъ вакъ это должно равняться ноловин'Ь единицы длины, то 
должно быть: 

рр (единица длины) д_ 

(едкница времени)» в** 

Такъ выражается величина усворешя въ этоиъ движении, 
потону что, какъ вид'Ьли выше, 2 (7 представляетъ величину уско- 
решя въ равноусБореннонъ движен1и; что въ разсиатриваеиоиъ 
движен1и усБорени равно единиц'Ь, видно изъ того, что скорость 
точки 27, описывающей годографъ, равна: 

2 С^ = — = (единиц* скорости). 

Отсюда видно, что величина единицы ускорен1я ин^Ьетъ ел*- 
дующ1й сииволъ: 

(едмиида увкорвн1я) = (^^^\^1у 

и что едимщу уокйретя илтетъ тсчка^ вышедшая вг моменшъ 
^ = О изъ покоя и деиоюущаяся прямолинейно и ра^еноуснорен- 
но такимъ образомг^ что вг первую единицу времени про- 
ходить тюловину единицы длины пути. 

Величина всяваго ускорешя выражается произведешеиъ изъ 
п^^которато отвлеченнаго числа на единицу ускорешя; одно и то же 
уекореше иожетъ выражаться различныни отвлеченными числами, 
смотря потому, что мы возьмемъ за единицу длины и что — за 
единицу времени. 

Если вош^менъ метръ и секунду среднято времени, то величина 
ускорен1Я, которое им'Ьетъ всякая точка твердаго гЬла, свободно 
и безъ вращешя падающато въ Париж'Ь на уровне моря, выра- 
жается такъ: 

^ = 9,8094 ^З^р, 

потому что каждая точка тФла проб'Ьгаетъ въ первую секунду 
посл'Ь начала падешя 4,9047 метра. 
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ЁСЛ9 за единицу врехеии иозьмеиъ шнуту, а за единицу 

длины — дециметрЪу то новая единица ускорен1я: 

(дециметръ) 
(минута)' 

будетъ въ 36000 разъ нетЬе прежней, Бакъ ие трудно вид'Ьть 
изъ сл^Ьдующаго равенства: 

_(метръ) 10. ( децпметръ) оллал (двцим.) , 

поэтому тоже самое усБорсн1е д выразится числомъ въ 36000 
разъ большимъ прежняго: 

^ = 353138,4 (в!^ 

Подобнымъ же образоиъ можно нерейдти къ выражен1Ю ускорентя 
въ другихъ единицахъ ускорен1Я, при воторнхъ единицею длины сду- 
житъ футъ какого либо государства, или другая мЪра длины. 

Съ н^ккоторнхъ поръ въ научныхъ изсл'Ьдоватяхъ принято 
принимать за единицу ускорен1я величину: 

(сантиметръ) (91а\ 

(севунда)^ ' 1^'"^ 

ВЪ которой: 

^ = 980,94 ^*). 

» • 

Подобно еворости, усвореше изображаютъ длиною, заключающею 
столько единицъ длины и частей ея, сколько въ величине, представ- 
дяенаго ею усворен1я заключается единицъ уекорени и частей ея; 
эту длину оредставляютъ себ^ дроведениою изъ н'Ьста точки М 
параллельно скорости точки Л. па годограф'Ь; направдешю зтой 
скорости принимается за направлен1е ускорен1я. 



*) Ускореше силы тяжесш въ ^комъ либо м^сгЬ земной поверхности подъ 
широтою X и на высот^Ь Н сантиыетровъ надъ уровнемъ моря равняется: 

д = (980,6056 - 2,5028 С08 2Х - 0,000003Л).^?:5^ 

(сек) ' 



^ 237 — ' 

Такямъ образомъ ускорешю, подобно скорости, мы приписы- 
ваеЕЪ не только величину, но и направлеше. 

Величина рсш^енгя деиокущейся пырти въ какой лг^бо мо- 
ментъ времени раеннется дтыленной на единицу времени вели 
чин1ь скорости^ которую имкьетъ въ этотъ моментъ точка Л^ 
чертящая годографъ] направленге ускоренгя есть направленге 
этой скорости. 

Величину д направлен1е ускорешл какой либо точки ин буде^къ 
обозначать тою.лш самою буквою, которою кы обо^шачаеиъ скорость 
ея, но только съ точкою надъ буквою; такъ: 

■ 

V 

будетъ обозначать величину и ванравлбН1е ускорбН1я въ абеолют- 
номъ движеши точки М. 

Дзъ всего сказаннаго въ этомъ параграф'^ видно, что уско- 
реше можно охарактеризовать сл'Ьдующиии словами: это есть вели- 
чина, онред'Ьлдющаа быстроту и направлеиш изм'Ьненхя скорости 
въ разсматриваемвй моментъ. 

§ 64. Ускореюе въ прямолинейномъ движеши. Про- 
экиДи ускоретя на оеи координатъ въ какомъ бы то 
ни бьио абсолютномъ движенш точки. 

Въ прямолинейномъ равнон'Ьрномъ движсн1И ускореше равно 
нулю, такъ какъ скорость точки не изи'Ьняется ни по величине, 
ни по направлешю. 

Въ прямолинейномъ неравном'Ьрномъ движен1и точки годографъ 
есть прямая лишя, параллельная прямолинейной траэктор1И точки? 
поэтому ускореше направлено вдоль по лин1и движен1Я, въ сторону 
движешя или въ противоположную сторону. 

Выберемъ на прямой лиши н^Ькоторую постоянную точку 5о 
и одно изъ двухъ налравлешй прямой, выходящихъ изъ этой точки, 
примемъ за положительное, противоположное — за отрицательное. 

Означимъ черезъ $ разстояше точки М отъ 5о; ^ есть положи- 
тельная или отрицательная длина, смотря потому, находится ли М 
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ПО 0ТН0Ш6ШЮ къ ^0 на положительной или на отрицательной 
сторон'Ь прямой. 

Производная ^ представляетъ тогда скорость топи М по 

' положительножу направлешю прямолинейной тра8Бтор1И. 
Длина: 

представляетъ разстояше точки Пу чертящей прямолинейннй годо- 
графЪ; отъ начала координатъ, черезъ которое онъ проходитъ; раз- 
СТ0ЯН16 а будетъ положительною или отрицательною длиною, смотря 

потому, направлено лш 017 параллельно положительному или отри- 
цательному направлен1ю прямолинейной тра9ктор1И. 

Ускорен1е прямолинейнаго движенхя выражается сдАдующимъ 
образомъ: 

оно можетъ быть положительннмъ или отрицательнымъ, смотря по 
тому, направлено ли оно въ положительную или въ отрицатель- 
ную сторону прямо линейной траэкторш. 

Если точка М движется по оси X и положешя ея на згой 
оси выражаются разстоян1ями ея х отъ начала координатъ, то 
ускореше ея выражается, согласно съ предыдущею формулою, второю 
производною отъ X по к 

если эта величина положительная, то ускореше направлено въ сто* 
рону положительной оси X, если же она отрицательная, то уско- 
реше направлено въ сторону отрицательной оси X 

Наприм']^ръ, если точка М двиасется по оси X по закону: 

Х=^ АсОН\2т:'^У 
то ускоренхе ея— следующее: 

^= — угАсо8^27г-2г] = — угл?.; 
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это вщ)1а№ец1е иокозываегъ, что» когда точка находится на подожиель- 
ной сторон* оси Ху тогда ускорев1е ея направлено въ сторону отрица- 
тельной оси, когда же точка находится на отрицательной оси X, то уско- 
р0н1е ея направлено въ сторону положительной оси; следовательно во 
всдкомъ положенхи точки ускорев1в ея наиравдено къ началу координатъ. 
Величина же ускорен1я въ этомъ движен1и иропорщональна разстоя- 
я1ю тошси о'гь начала воординатъ. 

Обра*гия(;я въ кривол1гне1ному двихен1ю точен. 

Уекортн^е^ пр^едставленЕое длиной), можетъ быть про^^ктиру- 
ейо подобно своростн нй всякое н&правлен1е и на всякую плос- 
Боеть. Составинъ вырахен!я проэкц1Й усворешя на неподвижныя 
оси Боордияагь. 

Тавгь канъ усворен1е им'Ьетъ направлон1в скорости точки 11^ 
чертяЩеЁ годограф'ь, н величина его равняется велнчин'Ь этой 
скорости, д'Ьленной на в, то наиъ нужно будстъ составить выра- 
жешя продищ! этой: скорости на свазанння оси. 

Координаты точки 17^ чертящей годографъ, равняются проав- 
Ц1яиъ на оси X, У, 2 длины, представляющей скорость точки; 
то есть координаты ея суть: 

вХ=в-щ, ву=в-^, в!^=в-^,*) 

I 

сл-Ьдовательно проэкщи на оси X, У, 2 скорости этой точки II 
выразятся такъ: 

проэвщи же на оси воординатъ усворен1Я движущейся точви М вы- 
разятся, поэтому, вторыми производными отъ координатъ по времени. 

V С08 (г; Д) 5=: -;5?75 = л; 



^со8(^;,У) =§. = !/" 
V С08(г;,^) =-д^ = ^ 



(278) 



*) Въ гла1гЬ 1-й, на стр. 39 и сл-ЬдующЕхъ за не&, мы не ввели символа еди- 
ницы времени въ внраже8!я коордннатъ точки 11\ присутствхе его мв тамъ 
только подразум-Лвалв, зд^сь же ставимъ его ясно. 
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Изъ этпъ равенствъ ны получииъ ел*Ьдующее внражешеве 
личины ускорен1я въ криволинейноиъ движенш: 



Вторыя производная х'^у у^\ г^ имФютъ еще иное звачеше: 
это суть усБорен1я тФхъ прямолинейннхъ движеиИ по осяиъ 
X, У, ^^ Боторня совершаютъ прозкщи точки Ж на ати оси; а^- 
довательно равенства (278) внражаютъ, что проэкцги усноре- 
нгя дег4жугц€йся точки М на оси ноординать X, У, 2 рт- 
няются ускоренгямг проэкцгй точки М на эти оси. 

БроиЪ того изъ равенствъ (278) и (279) видно, что уско- 
ренге точки М представляется^ по величинп> и по напра- 
вленгю^ дгагональю параллелопипеда^ имлющахо вершину еъ 
точкгь Ми ребра равныя и параллельный ускорен^ямъ прот- 
щй точки М на оси координать. 

Изъ этого сл4дуетъ, что: 

; = 7^+7 + Л (280) 

то есть, что усБореше V есть геоиетричесвая суижа ускоренШ (х^\ 
у^\ ^'' или что дти четнре усБорешя ии'Ьютъ таБ1Я величины и 
направлешя, что изъ лин1Й равныхъ и параллельннхъ имъ можно 
составить замкнутый четыреугольникъ; этотъ четыреугольникъ 
конечно не плосб1й. 

Если изв'Ьстны выражен1я координатъ точки Ж въ функ- 
Ц1яхъ времени, то, по формуламъ (278) и (279)^ мы им'Ьемъ 
возможность выразить функц1ями времени величину и направле- 
ше ускорешя точки Ж 

Такъ, въ примЪрахъ 2 и 3-мъ мы найдемъ, что ускорен1е 
направлено параллельно оси У и им^Ьетъ постоянную величину д. 

Предлагаемъ оп^ед'1лить величину и направлеше усБорен1я при дви 
жен1яхъ точки М^ указанныхъ въ задачахъ №№ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

Окажется: въ № 1, что ускорен1е направлено вдоль по прямолинейной 
траэБторш движущейся точки; 
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въ № 2, что 7Скорев1е направлено къ началу воордиватъ и равн:о 
<^)V, гд* г есть разстояя1е точки Ж отъ начала координатъ; 

въ № 3 и 4 что ускорен1е направлено по продолжен1Ю радауса век- 
тора, проведеннаго изъ начала координатъ къ точк*]^ Ж н равно %^г, г;^ 
г=СШ; 

въ № б — тоже, что и въ № 2; 

въ № 6, что проэвщя ускорешд на ось V ик^Ьетъ постоянную вели- 
чину 2&', проэк1ця же его на ось X возрастаетъ пропорщонально вре- 
мени (аг" = 6аО; 

въ № 7, что: 

у" = — й«;с08(г;у), ^^'= — д-^Ы^^{:ог\ 

то есть, что ускореше есть дхатональ параллелограмма, построеннаго на 
ускорешн д^ параллельномъ отрицательной оси Д и на ускореши равномъ 
Ы и направленномъ противоположво скорости точки Ж. 

% 65. УсЕореше заключается въ плоскости кри- 
визны траэкторш. 

Мы вид1ш1у что при прямолинейножъ дввжен!! точки уско- 
рен1е направлено вдоль по еаной пряноВ, танъ что нанравлейхе 
его жъ 9твхъ елучаяхъ или совпадать еъ направлен1еиъ скоро- 
сти, нли протввополохно направлешю посл^Ьдней. 

При криволинеВнонъ движеши точки направлеше ускоретя 
иожетъ бэть перпендикулярно или наклонно къ направлешю ско- 
рости; такЪу наприкЬръ, если точка движется съ постоянною 
скоростью по охру«востИ| то ускорен1е ея перпендикулярно къ 
скороеа, что ш сейчасъ докамю. 

Въ § 15, на стр. 40 было показано, что въ 8тонъ случае 
годографъ есть окружность, ни1я)щая центръ въ начале коорди- 
натъ О и радаусъ равный велнчин^Ь скорости а точки Ж. Такъ 
какъ рад1усъ векторъ ОСТ точки 27 параллеленъ скорости а, кото- 
рая перпендикулярна къ рад1усу (7Ж, а послДдшй равноиДрно 
вращается вокругъ О въ сторону, указанную на чертеже 102 не- 
опера1ною стр^Ьлкою, той радаусъ векторъ 027 вращается вокругъ 
точки О съ тою же постоянною угловою скоростью въ сторону, ука- 
занную на чертеж!^ 102 оперенною стр'Ьлкою; поетоиу скорость ЛУ 

16 
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(черт. 102) точки II годографа равна 01/ш = аа>, гд'Ь ш есть 
угловая скорость рад1уса вектора СМ=В\ а, сл4довательно, уско- 
рен1е точки М ин'Ьетъ следующую величину: 



а а' 



^ =1а*л = а-:^ 



В Л' 

такъ какъ угловая скорость ш равна скорости а, д'Ьлеино! на В. 

На чертех^Ь 102 видно, что скорость точки II направлена 
противоположно наоравлен1Ю рад1уса вектора СМ; и такъ: при 
равцомтьрномг движенги точки по окружности ускоренге ея 
направлено къ центру окруоюности и равно квадрату ско- 
рости точки ^ дгменному на радгусъ окружности. 

Очевидно, что если тра8Ктор1я точки есть кривая плоская, 
то ускорен1б заключается въ плоскости кривой. 

Мы теперь докажемъ, что если традктор1я кривой есть кри- 
вая не плоская, (витая), то ускоренге заключается вг плоско- 
сти кривизны кривой. 

Плоскостью кривизны кривой лжнш въ как(Д либо точкЪ ея 
М 1ы вазнваемъ предельное положен1е, къ которому плоскость, 
проведенная черезъ касательдую къ кривой въ точк:Ь М парал- 
лельно касательной въ точк*Ь М^^ близкой къ Ж, приблЕжается 
прж приближеши точки Ж| къ точк! М до ихъ совпаденк. 

Когда тра8ктор1Я есть не плоеная (витая) кривая, тогда ра- 
Д1усъ векторъ годографа опиеываетъ коническую поверхность, вер- 
шина которой есть начало координатъ, а направляющая — годо< 
графъ; рад1усы векторы годографа суть производящ1я этой кони- 
ческой поверхности. 

Пусть ОЛ есть рад1усъ векторъ годографа, соотв-ЬтствующИ 
точк'Ь ЛГна тразкторш, а 171 есть рад1усъ векторъ, соотв^^т- 
ствуюоцй точк! Мх траэктор1и; очевидно, что С!|кущая нлескость ска- 
занной конической поверхноети, проведенная черезъ пров80одящ1я ОН 
иОС^абудеть параллельна плоскости, проведенной черезъ касатель- 
ную къ траекторш въ точк'Ь Л^парадлельно касательш)й въ точк*Ь Ж^. 

При 11риближен1И точки Мх къ точке Ж, вторая пло<»ость 
будетъ приближаться къ плоскости кривиз&ы траакторш въ точк^Ь 
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Ж; в1гЬет4 еъ т4къ параиедьная ей е'1Буща1 плоскость конк* 
чкшЛ ооверхЕооти б;детъ пржблихатьса къ касатедыой пдос- 
«оеп» проаеденно! къ этой поверхюетк череаъ прощводущую 
Ои^ такъ каюь цри<$Лй|мв1е точки Мг къ точкФ М влечетъ за 
«обо» вркбдцхеше прохаводящей Оиг'къ прокаводящей 017. 

Ъп этого м1(Д7ап, что иоскоеть кривнани траактор!!! въ 
^роч^к*! Ж парапвльва къ псательной плоскоотд, проведенной 
«& вовнчеевой поверхностп чрезъ пропаводящую ОЛ. 

8о въ '9Т0Й плоскости ааклвтется скорость точкя Л годо- 
графа; поэтому въ плоскости кривианн точки Ж* тра8Ктор1И за*- 
еяшчается }гскорен}е, которое ии'Ьетъ движущаяся точка въ атой 
точки траэкгорти. 

§ 66. Ускореше въ двяхенш точки съ постоянеою 
«короетьн) до какой бы то ни быяо траэкторхи. 

Еелн точка движется по какой бн то ни было тра»ктрр1и, 
шоевой иш не 0лоской(|1итой), еъ аостоядво!» скоростью, то рад1усъ 
«екторъ годографа имАотъ постоянную величину, следовательно, 
ч;корость точки Г/, описывающей годографъ, им'Ьетъ тогда направлен1е, 
«иержеядикудирное къ рад1уеу вектору 017 точки [/(черт. 103), 
чмжо бить тогда уокоревк перпендикулярно къ скорости движущейся 
точки или къ каса1?ельвЫ1 въ траактор1в; говоря иначе: въ атихъ 
•оучаяхъ усва1рЮ1в заключается въ яорнальной плоскости къ кривой. 

Но ускорен1е заключается въ то же вреня и въ плоскости 
жривизиы траэктор1и; зиачитъ оно находится на лин1и пересЬче- 
шя плоскости кривизны съ нориальною плоскостью. 

Эта лин1я называется ^лавнт нармалш кривой лив1и въ 
;раиеиатриваеной точк'Ь. 

Изъ точки на кривой по главной норнали иожно провести 
два арямопротивоположныя направленхя, одно: МК (черт. 103) 
еъ ту еторону, куда кривая вогнута, другое; МN' въ ту сто- 
рону, куда кривая выпукла. 

Не трудно сообразить, что ускореше должно быть направлено 
:ждодь «о первой части МК нориа.1и, а не по второй, такъ какъ 

16* 



въ сторону вогнутости траэктор!! на1грюлбно юн&нете 1скоростй, а 
сл1^доватедьно и нанравлен)е скорости Ц'гСчерт. 103) годографа. 

И такЪу еса1и точка движется по какой Кн то ии бн^к) тра»кто* 
рш съ постоянною скоростью, то ускорсте въ каждой точв4к траэкто* 
рш инЪетъ направлен1б той части главной нориаяи кривой въ 
атой точк^Ь, которая находится но вогнутую сторону кривой. 

Форнуош (278) н (279) посдужатъ наиъ для опредФлетя вб« 
личины ускорсшя; но прежде ин несколько имЬншгь ихъвидъ. 

Ввберенъ на траавтор1И н1^которую ностоянцую точку ^8(>> отъ 
которой будеиъ считать раастоян1я по траэкторцг. 

Означииъ черезъ 8 разстояше движущейся точки отъ 8^; 8 
есть положительная или отрицательная длина, смотря потому, на- 
ходится ли движущаяся точка но отношетю къ /9о на положи- 
тельной или отрицательной сторон'Ь тра8ктор1Н. 

Пусть $0 есть разстояше движущейся точки въ жоиентъ {=0; 
такъ какъ эта точка движется съ постоянною скоростью а, то раз- 
стоян1е ея отъ ^% въ моментъ I; будетъ им^Ьть сл^кдующую величину: 

в = 5о±а«, • (281> 

гд^Ь знакъ+долженъ бвть взять при движеиш, шправленномъ въ- 
положительную сторону траэкторзи, а знакъ ( — ) при движеши,^ 
направленномъ въ отрицательную сторону ея. 

Бели координаты движущейся точки выражены функц1ями) 
вреиени: 

^=л(«), у=ш, ^=т)у 

то, при помощи равенства (231), мы можемъ выразить нхъ функ-^ 
щями $: 

^=А(^), У=ПШ, ^==/-»0) (282> 

причеиъ должно игЬть въ виду, что 8 есть фуякц1я вреиени, 88* 
ражаеиая равенствонъ (281)« 

Такииъ образомъ х, у, а молшо разсиатривать какъ функши отъ^ 
^, которое есть функц1Я отъ {; позтому первня и вторыя производи 
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Х811Я «оорд«н»тъ ПО в^ецешг м<щно представЕть а1^дующЕ][ъ обра- 
локь: ^ > , . 

сИ с18 ^^ ^^ — (Из 

1 

<и['Ьдовательно, при постоянной скорости, ин жожемъ внраженш 
^278) и (279) представить слЪдующимъ образомъ: 



г;соз(?;А) = в -^ 

■V 

«;со8(уУ) =« ^^ 



>•••••••• 



(283) 



^ = «'/®'+(я^)'+©)'----- (284) 

Чтобн понять смнслъ этихъ выражев1&у надо припомнить эна* 
'Ченго и аналитическое выраакен1е такъ называемаго радтуса кри- 
визны кривой. 

Среднею кривизною дрги кривой^ заключающеюся между 
точками Ж и Мг ея^ называется отношеше угла, образуемаго 
яаправлешяни ОТ! и ОХТг^ параллельными касательнннъ лишямъ 
въ кривой въ точкахъ М и Игу къ длин'Ь дуги кривой, заклю- 
чающейся между этими точками. 

Кривизна криёой въ точк*! М есть пред'Ьлъ, къ которому, 
при приближенк точки Мг къ точк'Ь Ж, приближается средняя 
кривизна дуги \2ЕЩ. 

Означимъ чрезъ с1г уголь смеоюности въ точк'Ь ЛГ, то есть 
^зконечно малый уголъ между иаправлен1йми касательные!», про- 
веденныхъ въ безконечно-бливкихъ точкахъ Л^ и Л^! па кривой, 
л черезъ Лв длину безконечно^малой дуги ММх\ кривизна кривой 
въ ТОЧК'Ь М выразится такъ: * 

кривизна въ ЛГ = -^- 
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Уголъ смежности представляется углюмъ кежду беввснеяпоЧ^лва- 
кл 1И рад1усами векторами 01/ ж 011х годографа скорости тот, 
движущейся по кривой; есди скорость точки ин^^тъ постоянную вели- 
чину а, то уголъ между безконечно- близкими рад1усами векторами 
ОТ! ж ОЛх измеряется отношеи1емъ бевконечно-малой дуги Ла^ 
заключающейся между точками 11 и Л^^ къ длин:Ь радхуса вектора 
0X1^ равной а единицамъ длины: то есть: 

, 1 (Го 

в а ^ 

довтому: 

кривизна въ точк* -^="75^ (285/ 

Кругъ им'Ьетъ постоянную кривизну на цротяжен1и всей кривой. 

Въ самомъ д'ЬлФ, въ кругЪ уголъ смежности равняется углу^ 
между соотв'Ьтственными рад1усами круга; длина же дуги окруж- 
ности равняется величине угла между раА1;сами, номхожениой н&^ 
длину рад1уса, довтому: 

кривизна круга = ^^ = ^; 

то есть кривизна круга равняется единиц'Ь д'Ьленвой на величину^ 
его рад1уса. 

Вообще, кривизна какой либо кривой въ какой либо точк^ ея^ 
равняется единице д'Ьленвой на н'Ькоторую длину, величина которо! 
называется величиною радгуса кривизны кривой въ зтой точкФ, 

Представимъ себ'Ь кругъ, касательный къ кривой въ разсматри- 
ваемой точв'Ь, находящ1йся въ плоскости кривизны этой точки^ цм'Ью* 
Щ1Й центръ до вогнутую сторону кривой д обладающей тою. же самою 
кривизною, кАкую имЪетъ кривая въ рассматриваемой точкФ; вели- 
чина рад1уса этого круга будетъ равна величии'Ь рад1ус]^ кривизвв^ 
кривой въ разсматриваеиой точк'Ь ея. 

Направлеигемъ радгуса кривизны кривой въ разсиатриваено! 
ТОЧК'Ь называется то направлен1е главной нориали, которое идетъ къ 
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центру вншбевазаннаго крута. Этотъ центръ наанваепк»! цетпрож 
криеизны кривой въ разсматриваеюй точв'Ь. 

Велпну и яаправлеше рад1уеа кривизны ин будеиъ означать 
буквою р. 

Изъ вшпесказаннаго слФдуетъ, что направлете рад1уса кри- 
визны еовпадаетъ еъ направлелеиъ ускорешя, которое ниФетъ 
движущаяся по кривой точка въ тонъ случа'Ь, когда скорость ея 
ии'Ьетъ постоянную величину. 

Величина же рад1уса кривизны, на основаши фориулн (285)^ 
иожетъ быть выражена такъ: 

с1з * 



а^з <11 а 



3 



в-з- =в.а 



йа ' <?о п ' 



йЬ 



V 



потону что -^ равняется величин* скорости, а у-^ равняется 
величин'Ь ускорешя. 

Подставивъ ^р вместо а^ въ формулы (283) и (284) и ин'Ья въ 
виду, что направлен1е р еовпадаетъ съ направлешеиъ ускорешя^ вы- 
ражаеиаго этими формулами, мы получимъ слФдующ1Я выражен1я, дока- 
зываемый въ приложеши днфференш'альнаго исчислешя къ геометр1и: 

С08(рХ) = р^|,С08(рУ) = рз^, С08(р^) = р^, . .(286) 



Ы (Ш+^МёГ (287) 

Величину и направлеше ускорешя точки, им^Ьющей постоянную 
скорость, мы можемъ выразить теперь такъ: 

]Если точка двиокется съ постоянною скоростью^ то на-- 
правлеще ускореигя ея еъ какой либо точкгь тра$ктор%и сота^ 
даетъ сг направленгемг радгуеа кривизны вь этой точкгь^ а 
величина ускореигя равняется квадрату скорости, дньленлюму 
на величину радгуеа кривизны. 
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§ 67. ЛровЕщи ускорешя на касательную и гдав- 
нуБЭ нормаль. 

Представихъ себ^, что точка движется какинъ бы то м было 
образомъ по какой бы то ни было тра8ктор1и. 

Пусть: 

х^т.у=ГЛь\г^Мг) (1) 

есть уравнешд, внрагающ1я движен1е точки. 

Пусть $ суть разстояшя, считаення по тра8Ктор1и, движущейся 
точки отъ некоторой постоянной точки б'о, взятой на тра8ктор1и; 
означииъ черезъ $о такое разстояше въ начальный номентъ: ^=0. 

Воординаты х^ у^ г можно выразить функщдии разстояшя $, если 
посл^^днее будетъ выражено функц1ею Ц посл^кднее же можно сд'Ьлать 
нижесл^Ьдующимъ образомъ: 

Мы составляемъ выражен1е: 



въ которомъ корню приписнваекъ знакъ + для т'Ьхъ моментовъ, 
въ которые скорость точки направлена въ положительную сторону 
траакторш. 

Интегрируемъ это равенство въ пред^лахъ отъ < = до <, 
получимъ требуемое выражеше $ въ функщи времени: 

5 = 8о + / ^^V{^Ат+[т)'\'Л^^т)^^ • . (288) 

о 

По исключеши времени изъ этого равенства и изъ равенствъ 
(1), мы получимъ выражен1Я для х^ у^ г въ функщяхъ отъ $, 
причемъ надо им1^ть въ вмду^ что $ есть функц1Я времени, выра- 
жаемая равенствомъ (288). 

По этииъ причииамъ первыя и вторыя производный отъ 
координатъ движущейся точки по времени можно представить въ 
нижесл^Ьдующемъ вид^Ь: 
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4х 
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^х 

^8 


а8 . 


• • 


1 
• • • 




г= 


0^ 


т 


'+ 


С[Х С[*8 



Сл^дователыю равенства (278) иредстамтеа тавъ: 






их Й*5 



Вм^Ьсто вторнхъ прожзводннхъ координатъ по дуг1^ $ мы но- 
ацкъ сюда подставить равныя ииъ величины изъ (286); ввадратъ 
производной отъ $ по ^ ножемъ зан'Ьнить ввадратоиъ скорости точки; 
что аке касается до остальннхъ прожзводннхъ, то надо а^ть въ 
виду два противоположные случая: а) если скорость направлена 
въ положительную сторону тра9ктор1и, то: 

й8 6,^8 (й; Ах / ^\ 

Ж^^^Ж^ = Ж'Т8^ ео&(^Х> ,. . . . 
б) если скорость направлена въ отрицательную сторону траэктор1и, то: 

^8 й^8 €И) €Х / Хг\ 



аг 



ар 



бГР ^8 



следовательно во всякоиъ случае: 



^8 ар 



• • • 



Такинъ образоиъ мы получаемъ, вместо (278), сл'Ьдующхя 
равенства: 



V С08 Их) = ^ С08 (рХ) + -^ С08 (г;Х) 

V С08 (г;У) = ^ соз (рУ) + -^ С08 {иУ) 



V С08 (V^^) 



- соз {?2) + -^ соз ^VЕ) 

г 



(289) 



которня ввражаютъ, что уетренге V есть дгагональ прямоуьоль* 
нина, стороны которого суть: 
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ускоренге {V^'^^)^ отложенное къ центру нривизнып 
ускоренге-щ^ отлаженное по напраеленгю скорости если -^> О, 

и по направленш противоположному скорости^ если -^<0. 
Поэтому - есть про91СЦ1я ускоренгя на напрмленге глав- 
ной нормали и -щ — проэкцгя на направленге касательной. 

Величина уекорен1я можетъ быть выражена следующею фор- 
мулою: 

Ускоренге всегда направлено въ сторону вогнутости 1^твой. 
На чертеж'Ь 104 предоавленъ случай, когда -^>0, на 
чертеж* 105 — случай, когда -^ < 0. 

§ 68. Проэкцхж ускорешя на неподвнжння направ- 
лешя. 

Аналогично съ внражешяии (8) § 13^ проэкщи ускорешя на 
оси координатъ X, У, 2 ножно представить сл'Ьдующими формулани: 



V С08 («Х) = ^^«^ ^ 

V С08 (гУ) = ^ ^^» 

/-гж\ <Р(гооз(г2)) 



(291) 



и, вообще, если Р есть какое либо неподвижное въ пространств'Ь 
направлеше, то: 

;со8(^Р) = ^^^у-^^^ (292) 



§ €9. ПроэБщяусЕорешя на подвижное направлеше. 

Проэкц1я ускорешя на какое либо направлен1е П, изменяющееся 
въ пространств'Ь, равна продкц1и скорости годографа на то же 
направлеше; поэтому, для того, чтобы составить В11ражен1е такой 
продкцш, воспользуемся внражешемъ (14) стр. 30: 



1 
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V С08 (г;П) — ^ ^^ — - — ГРк С08 {^Vп\ 

Боторое прих'Ьнпъ къ рад1уеу вектору н скорости точки, описы- 
вающей годотрафъ; для этого зак'Ьнимъ въ дтомъ шрахеши: 
рад1усъ векторъ г — ск^)ростью V и скорость V — ускорен1емъ V, 
тогда получимъ сл'Ьдующую общую формулу: 

«; С08 {оП) = ^^^/ — VV1: С08 {VV1:) , • • • (293) 

гд'Ь Vп озшчаетъ величину и направлев1е скорости точки, нахо- 
дящейся на коиц% длины, равной единиц:Ь и проведенной иаъ 
начала координатъ параллельно направлен1Ю П. 

§ 70. Продкц1И усБорешя на коордЕнатння оси 
полярннхъ координатъ. 

Формулу (298) ]|рям!ш1«ъ къ еоставлешю 1№фахен1й про9вц1й 
уеворен1я на оси « и р поляриахъ коордиватъ, предполагая, что 
точка совершаетъ движен1е въ нлосвооти ХУ. 

Сохранииъ обозначен1я, принятня на стр. 86, и буденъ 
ор1ентироватьси по чертежу 19 листа Ьто. 

По формуле (293) напишемъ дв'Ь сл1Ьдующ]я формулы: 

V С08 М =« ^^ ^^^ ^^""^^ — VV^, СОВ {VV^) , .... (294) 

V С08 Ш ^ ^ ^' 7/'^^^ - ^^в С08 (т;Д .... (295) 

11ро9КЦ1и скорости на оси а и р выражаются формулами (20 Ьк), 
скорость VА точки Л (черт. 19) направлена параллельно оси р и 

равна -^, а скорость Vв точки В направлена противоположно оси 

а и равна скорости VА\ поэтому: 

V С08 (г;а) = р', V С08 («?р) = рб', 
VV^ С08 {VV^) =• г;б' С08 (г;р), VV^ С08 {VV^ =*= — гв' СОв (г«)* 
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ВслЪдет!е этого, внражей1е (295) можно предетавнть таЕъ: 

V С08 щ - -щ- + р © - - ^р -Щ-+Ф щ)-^ -щ-. 

Ша^члкл вл^дующ! внраже1!я: 

»сов(м)«=^ — р(^)' (296) 

.со8(.3) = | ^У*' (297) 

По 8ТИ1Ъ формуланъ мн опредЪлимъ вели<1ииу ш направлен1е 
ускорешя въ прик^рахъ 4, 5 е 10-нь первой главы. 

Въ прии'Ьр'Ь 4-мъ; 

■ 

г;С08(г;а) = — -^Щ г;С08Сгр) = -^ Л] . 

т. е. 1ф09В111д уокореш иа о«ь ^ постхудааа; про№Ц1я же уско- 
рев1д на радхуеъ векторъ направлена въ началу воор^инатъ и 
возрастаетъ пропорц1овально вревови. 

Въ принФр'Ь 5-въ: 

V С08 (т) = р(п^ ~ ^); «?соз (^3) = -^ пр. 
Величина ускоренхя: 

пронорщонал^на квадрату величинн своростн (сравн. стр. 37). 

Изъ выражев1й пробБЦ1й сворости на оси полярныхъ воординатъ 
сл4дувтъ: 



поэтому: 



*8М = ^, 






СОЗ (г^а) = С08^ («?а) {1 — 48* ^V(x)\ = С08 2 (г;а), 
81Ц'(|;(х) — 81П 2 («;«), 
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то есть уекореше составляетъ съ осью « уголъ вдвое болышй 
угла, составлдеиаго скоростью съ этою же осью. 

Если въ какомъ либо двихенш произведете р'О' шалеть постоянную 
величину, то проэвц1я ускорен1я на ось р равна нулю и усворенхе направ- 
лено по оси а или противоположно ей. 

Это га11»ехъ. 1г]^то въ движеши точкя по «ллнпоу, приведе^цонъ въ 

прим-Ьр* 10, гд* р*0' = па^\^1 — е* (33). 

Такъ какъ ускорен1е направлено въ вогнутую сторону кривой, то 

проэвц1я его на ось а им'Ьетъ отрицательную величину, а потому: 

• • • 

V^!09^Vа)•= — г; = р" — р(в')*, 

или 

4с» „ 

гд* 

2с = р'&.^ 

Ввявъ вторую пропзводную по времени отъ равенства (28) стр. 47, мы 
найдемъ: 

II есоаО 4с' 

поэтому: 

^=1^, (298) 

ТО есть ускорете обратно пропорщонально квадрату разстоянгя т^чки 
отъ начала координатъ. 
Такъ какъ: 



2с = па'^1 — е\ р = а{1—е'), пТ=21г, 

то посл'Ьднее равенство можно представить въ сл11дующемъ ътж^: 

^'-^•^ (299) 

Предлагаемъ читателю определить величину и направжеше усворешя 
въ движешахъ, данннхъ въ задачахъ №№ 8 и 9; окажется: 

въ задаче №8, что ускоре&1е направлено по оси а отъ полюса и прямо 
пропорцюнально рад>усу вектору движущейся точки, а именно ускореше 

равно: -/-> 

4 



въ ваддч'Ъ № 9, ;скорев1е направлено по оси л еъ ооноо; и обратно 
•ропорпдовальво кубу рвД1уса вектора; а нхеано: 



§ 71. Проэщхи ускорешя на координатные оси ефе- 
ричесБихъ координатъ. 

Представикъ себ1 иеизн^няеную систему, съ которою невзнЪнво 
:вазаны прлмоугоьнш осп: ось ОЕ, соваадающая съ рал1усонъ веато- 
горомъ ОМ двнхущейвй точки М, ось ОГ, вараисяьная коорлпнатноЯ оси 
I, проходящей черезъ точку М, и ось 02, параиельная оси -[. На этвть 
)сяхъ возьнень три точки: точку ^ — на оси г, точку В — на осп Т, 
ючку С — на оси 2 вс% три въ разстояи1и равиомъ едивиц'Ь длины огь 
[ОЧКИ О. 

ПрюкцШ ускорешя ТОЧКИ Ж на осп о, ^, 7 выражаются фориуланн: 

г'С08(ш)= а( — 1№^со5{т^ . . . (300) 

;ст(V^) = ^^^^-VV,С05^VV.), . . . (301) 

„ео8(г7) = ^^^^^ = 1«;,со8(ш,), . . . (302) 

Въ этпхъ форнулахъ проэкщи скорости точки М на коордпнатныя оси 
1, ?, ^ НЛП ва параллельвыл ииъ оси Б, Т, 2, выражаются форнулавн 
;19) стр. 32: 



VС08{Vр)=VС0&^V^) = ^-^^ \ (19) 



Вообрахкеиая неизиЪавенаа система врацается вощугъ точж.я О 
ви'Ьст^ съ рад1у<юхъ векторомъ ОМ я В|гЬст* съ 11лоскО(7»ю РОМ 
(черт. 18), тавъ что угловая скорость 2 этой среды есть, составная изъ 
угловой скорости ^' вовругъ оси ОР и н?ъ угловоК евороетя ?' вокругъ 
оси 02; поэтому проэкпди угловой скорости й на оси Б, Т, 2 равны сле- 
дую щи къ величинанъ: 
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Р = ^'С0В^У З' = — 1|;' 81П ср, аС08(22) = ср' *). 



Относительння координаты точекъ, А, В^ С — сл'Ьдующхя: 



ТОЧКЕ 


А\ 


:5 


= 1, 


•»1 


= 0, 


с = 


= 0, 


ТОЧЕН 


В 


■Л 


= 0, 


п 


= 1, 


с = 


0, 


ТОЧКЕ 


С: 


?: 


= 0, 


•П- 


= 0, 


с= 


1, 



поэтому проэкц1и скоростей этихъ точекъ на оси 2, Г, 2, до формуламъ 
(114) параграфа 28, выражаются такъ: 

V^, С08 (Ь^Е) = О, V^, С08 ^2) = — ср', «?о С08(«с2) = ^' 9Ш ?, 

^А С08 ^V^X) = ^\ V, С08 («;,Г) = о, «;с совС^с!*) = — ^' С08 9, 
г;л С08 («?л2) = ф'81П95«?вС08(г?в25) = ф' соз^р, ^сС08(г;с2) = 0. 

Даж*]^, мы составимъ произведения, закдючаю1ц1яся въ формулахъ 
(300) — (302): 

VVА С08 {VV^) = г(ф')'' + г(^')* 81П^ ?, 

«;г7в С08 (<?г;в) = — г'<р' -|- г 8т ср со8 ^{"^'У^ 

VVс С08 (!;«?с) = — Г'ф' 81П ф — Г?'^' С08 9« 

Всл'Ьдствхе всего этого формулы (300) — (302) дадутъ сл']^дующ1я вы- 
ражен1я: 



V С08 («а) 



=1??:_^/'*рУ_ 



V С08 (г)?) == - 



1 * V л 



) 



а1 



— г 81П ср С08 9 



(§)■• 



I; С08 (г?у) = 



1 <*(г«8Ш«/^) 



Г811Ир 



€И 



. (303) 



*) 6ъ мав'Ь П мы означали проэкц!ю угловой скорости ^ на ось 2 буквою 
г; 8х!^1> же мн не воспользуенся этимъ обозначешемъ, такъ какъ г уже упо- 
треблена для обозвачев1я рад1уса вектора движущейся точки М. 
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Прин^никъ эти формул! къ ооред'Ьлешю величины и напраыенк 
усБорешя въ движев1и точки по локсодроюи (прим'Ьръ 6-й). 
Зд'Ьсь: 

V С08 (^Р) = — Ла* к?* « соЦ <р — — (а *в а со*^: ?) <? С08 (^тг), 
I; С08 {щ) = Ва^ Ь^ а со*8 ? = (а *8: а соЦ ?) I; С08 («?р). 

Изъ этихъ равенствъ сл^дуетъ: 

• • • / 1?в~ 

«;«? С08 М = 0; V = Vау 1+^» 

то есть ускореше перпендикулярно къ скорости и уменьшается по м^Ьр^ 
приближешя движущейся точки къ экватору. 

§ 72. УсБорешя втораго и высшихъ порядБовъ. 

Пусть Ху у, е суть координаты движущейся точки въ моменть «, а 
^14 ^11 ^1 — координаты ея въ моменть ^-|-^, такъ какъ координаты 
движущейся точки суть непрерывныя функц1И времени, то разности 
(а?1 — х\ (^1 — у), {е^ — е) могутъ быть выражены по изв-Ьстной Тайло- 
ровой формул'Ь сл^дующимъ образомъ: 

^1 ^— а^ ~^€И^ 1.2"^~сг<« 1.2.3"»" (г/* 1.2.3.4^"-- ^^^^/ 
у* у сИ^'^сИ' 1.2^ сИ' 1.2.3^е?^ 1.2.3.4^'- V^^^/ 

^1 — ^— аг'^ аь^ 1.2'+"'Ж«1Хз"' ^Г2Х4"т"--\^^^; 

Сл']Ьдовательно, для того, чтобы перейти отъ координатъ х^ у, в къ ^ху 
ординатамъ х^, у^^ г^^ надо звать не только проэкщп скорости и ускорешя 
въ моменть ^^ но еще и величины вторыхъ, третьихъ и высшихъ произ- 
водныхъ отъ координатъ по времени для того же момента. 

Эти производный выражаютъ проэкщи на осп координатъ X, У, ^ ве- 
личинъ, названныхъ Резалемъ: 8пгасс61ёга1юп8, а Сомовымъ— ^(жоремеями 
еысшихъ порядковъ; зд'Ьсь мы дадимъ опред'Ьлетя ускорешй высшихъ по- 
рядковъ, составимъ выражен1я про9кц1й ихъ на неподвижный оси коорди- 
иадъ и выражешя проэкщй ускорешя втораго порядка на касатеяьную къ 
траэктор1и, на главную и на вторую нормаль. 
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Мы вид'кга» что 7Скорен1е V (ускореше дерваго порядка) можно опре- 
Д'к1ить какъ Д!]^ленную на единицу времени скорость годографа. 

Если изъ начала координагь провести длину, равную и параллельную 
длин"]^, изображающей ускореше перваго порядка, то, при изм']^нети 
ускорешя съ течешемъ времени, конецъ проведенной длины опишеть 
кривую ЛИН1Ю, которую можно назвать годрог]рафомъ ускоретя перваго 
порядка. 

11роэкц1и на оси координагь X, У, 2> радгуса вектора этого годографа 
равны: б1^х\ в^у\ в^0\ 

Ускоренгемъ втораго порядка называется д'Ьленная на «^ (квадратъ 
единицы времени) скорость точки, описывающей годографъ ускорешя пер- 
ваго порядка; величину и напраалеше этого новаго ускорешя мы будемъ 
обозначать знакомь V, 

Изъ этого опред'Ьлен1я сл-Ьдуетъ, что проэкцш на оси координатъ 
ускорешя втораго порядка выражаются третьими производными коорди- 
натъ точки по времени: 



т Щ 9 9 

V С08 {VX) = 



^1 



|;со8 («^5'; = ^ 



(307) 



и что ускореше это им'Ъетъ изм'^^решя длины, дленной на кубъ вре- 
мени. 

ДахЬе, у(троетемъ третьяго порядка называется д'&кенвая на еди- 
ницу времени въ куб']^ скорость годографа ускорев1Я втораго порядка; по- 
этому проэкцш на неподвижныя оси координатъ этого ускорешя равняются 
четвертымъ производнымъ координатъ по времени: 



«?со8(«;Х) = 



^1 



' * * • • • ^х 



VС(^{V2) 



(Г*^ 

^ 



(308) 



и оно им^Ьетъ изн']^рен1Д длины, д^еииой на чехвертую степень вре- 
мени. 

17 
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Продсижая таБНиъ образомъ дад^Ье, мы составимъ сеМ понят1е объ 
усворенхяхъ пятаго и высшнхъ порддковъ и найдеиъ, что проэкщи на не- 
подвижный оси координатъ усворешл п-аго порядка выражаются произ- 
водными (п + 1>наго порядка отъ координатъ по времени и что ускореы1е 
этого порядка им^етъ изм^решя джины, д^Ьденной на (п + 1)-Н7ю степень 
времени. 

Обратимся теперь снова къ равенствамъ (304 — 306); первый части ихъ 

представляютъ проэкЕЦи на оси координатъ хорды ЛОГ^, соединяющей по- 

ложеше М движуи^ейся точки въ монентъ ^ съ подожев1енъ ея М^ въ мо- 

ментъ (^ + ^); каждый изъ членовъ вторыхъ частей представляетъ проэкщю 

на одну изъ осей координатъ н']^котород ддины, а именно: первые члены 

суть проэкц1и длины, равной нроизведенш г^^, вторые члены суть нроэкщи 

. О» 
длины, равной произведен1ю 1;-^, и т. д. 

Такимъ образомъ оказывается, что равенства (304 — 306) выражаютъ» 
что хорда М есть геометрическая сумма безчисленнаго множества длинъ: 
МА, ЛА^, А^А^^ (черт. 106), равныхъ: 

• ^« • • О' * " О* 

МЛ = г;&, ЛЛг = ^^^^ А^А^ = V гхз'^^^^^ = V ^^^^дА^ 

и направленныхъ: первая — вдоль по скорости, вторая — параллельно уско- 
ренш перваго порядка, третья — параллельно ускорешю втораго порядка 
и т. д.; какъ скорость, такъ и ускорен1я относятся къ моменту и 

Ч.тобы составить выражен1я проэкцхй ускоренхя втораго порядка на 
касательную и главную нормаль, мы предположимъ, какъ въ § 66 и 67, что 
от, у^ е выражены функц1ямн отъ ^ и при этомъ предположети воэьмемъ 
отъ нихъ третьи производный по времени. 



Входящ1я въ эти выражен1я третьи производныя отъ координатъ по 
дуг*]^ 5 зависятъ не только отъ кривизны, но также отъ изм^^нетя поло* 
жен1я плоскости кривизны эДр^ь во кривой. 

Величину, характеризующую изм']&нен1е положен1я плоскости кривизны 
вдоль по кривой, прежде надываля второю крнвизно» ея; палаше это, по 
его неправильности, заменено на иностранныхъ языкахъ другимъ, которое 
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зюжетъ быть переведено на руескхй языкъ сювояъ: завипе (СатЬгаге. 
ТогШовиу. А^тйипд). *). 

Среднее завште кривое, на протяжеяСн дуги ея отъ точки М до то^с- 
кн Л#4, есть отношеше Т!*^^ вавлюшющатося между шеосбостякн кривизвн 
Vъ точкахъ М и М^^ къ ддин'Ь этой дуги. 

При ирвближвН1И точки 1^1 къ точк'^Ь М до совпаден1я съ нею, угогь 
яежду плоскостями криввзин щ>абдижается къ нулю, но величина (федвяго 
аавипя приближается къ н'Ькотород предельной конечной ведичин'Ь, вира- 
жающей щ»ит%е привой въ точкп» М, 

Величина завит1я въ какой либо точк'Ь кривой можетъ бшь выражена, 

• ч^^довательно, въ ви^'Ь отношения безконецно-малаго угла 4^, ааключающа- 

>1*оед между плоскостями кривизны въ двухъ безконечно близкякъ точкахъ 

М я Му^ кривой, къ длин'Ь с18 безконечно-малой дуги, заключающейся между 

: атими точками: 

Завит1в = 5 • 

Изъ этого опред-Ьдетя видно, что завит1е, подобно кривизн-Ь, им'Ьетъ 

изм']^рен1я единицы, д-Ьленной на н'Ькоторую длину; эта длина называется 

-обыкновенно величиною рад1уса второй кривизны и обозначается буквою г; 

но такъ какъ мы употребляемъ эту букву для обозначенхя другихъ вели- 

яинъ, то согласимся обозначать эту длину буквою I. 

И такъ: 

Завит1в = у = ^, (310) 

..тд*]^ I есть такъ называемый рад1усъ второй кривизны. 

Уголъ (^9 можетъ быть также оиред'&кенъ, какъ уголъ между напра- 
вленшми ЛИН1Й, проведенныхъ черезъ безконечно-близк1я точки М я М^^ 
перпендикулярно къ плоскостямъ кривизны въ этихъ точкахъ; каждая 
-такая лишя называется второю главною нормалью или бинормалью. 

Касательная къ кривой, оавн^ нормаль и б&нормаль, проведенный 
къ которой либо точк'Ъ кривой, взаимно перпендикулярны. 

Для того, чтобы составить общее аналэтическое выражеше величины 
аавити! въ производныхъ отъ коордннатъ по 5 и, обратно, выразить 
третьи производныя въ завитш и кривизне, мы употребимъ нижесл']^дую- 
Щ1Й пр1емъ. 



*) По этой причине Еривую ДВ0ЯВ0& крц БИЗНЕС С1^дуетъ называть витою 
^-кривою. 

\1* 
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Представимъ себ%, что вдоль по кривой движется некоторая точка ео- 
скоростью равною единиц']^ и что одновременно съ этнмъ некоторая не- 
изи^ндемйя среда совершаетъ вращательное движен1е вокругь начала коор- 
динатъ такимъ обравомъ, что некоторая неизменно связанная съ нею 
ось ОТ сохраняеть достоянную параллельность направлеиаю радауса кри- 
визны кривой въ той точк*]^ ея, въ которой находятся движу п^аяся точка, 
и что, крои^ того, н11которая другая ось ОБ неизменяемой средн сохра- 
няетъ постоянную параллельность скорости точки, движущейся по кривой,- 
тогда само собою будетъ следовать, что ось 02 будетъ постоянно парал- 
лельна бинормали. 

Бели по оси 02 отложить отъ начала координатъ длину ОЬ равную 
единице, то безконечно-малая дуга, описанная точкою 6, будетъ равна 
д.€[% если же мы означимъ черезъ я;^, у^^ ^е^( координаты этой точки, то 
завит1е выразится сл^дующимъ образомъ: 

Координаты я;^,{^5) ^ь^ равныя косинусамъ угловъ, составляемыхъ осью 
2 съ осями X, 7, 2^ опред'к1ятся по ^юрмуламъ (60, ^, Л, г стр. 60), если 
въ нпхъ подставить: 



получимъ: 



^* "^ аз' ^у ~ аз' ^' ~ аз' 
а^х а^у 0*0 



— ^^~^\аз аз" аз азу 



/аеа*х ахй*г\ /^019^ 

^^=у^=ри^-^з^)^ ^^^^^ 

^'~^^~^\аз й5* ~ аз азу 

На осяхъ 2 и Г возьмемъ точки к ж щ отстоящ1я отъ О на единицу 
длины. Проэкщи на оси 2, Т, 2 вращательныхъ скоростей и>ь ^п9 ^ь- 
точекъ ку п, Ъ выразятся, по формуламъ (114) стр. 103, такъ: 

Й)* С08 (Ш^Е) = О, Й)й С08 (ЩТ) = г, Щ С08 (Ш;к2) = — 3 
к С08 (ШпЕ) = — г, Й)п С08 (Й)пТ) = О, к С08(1Юп2) = р 
^Оъ С08 (^ъ'З) = ^, Й>ь С08 (Й)ьХ) = — р^ И)ь С08 (Ш^И) = 0^ 



. «■ 
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Но мы зиаемъ, что направлеюе рад1уса кривизны параллельно касатель- 
ной къ кривой, описываемой точкою А;, поэтому ^^0 и г есть величина 
положительная. 

Следовательно, проэкцхя скорости \01, на ось 2 тоже равна нулю, а 
П1ЮЭКЦ1Я \0п яз* д'^У 0^^ им'^^етъ величину отрицательную. 

Величина а^е р можетъ быть положительною или отрицательною. 

Во всякомъ случа'Ъ касательная къ кривой лиши, описываемой точ- 
кою Ъ, параллельна главной нормали; но скорость этой точки можетъ быть 
жли параллельна отрицательной оси Т, если 2? > О (черт. 107), или парал- 
лельна положительной оси Т, если ^? < О (черт. 108); въ случаяхъ перваго 
рода скорость точки п им-Ьетъ положительную проэкщю на ось 2, въ слу- 
чаяхъ втораго рода — отрицательную. 

Такимъ Образонъ завит1е состоитъ во вращен1и плоскости кривизны 
вокругъ касательной линш; направлен 1е вращешя опред'кхяется знакомъ 
зеличины р. ... 

Изъ того, что касательная къ кривой, описываемой точкою Ь, парал- 
лельна главной нормали, сл']^дуетъ: 

с18 ^~-^ е?5*Р' с[8^~-^ аз' Р^ а8^~ -^ аз^ Р' • \^^^) 

гд^^ верхше знаки должны быть взяты при р большемъ нуля. 
Такъ какъ оси 2, Т и 2 взаимно перпендикулярны, то: 

^юткуда, взявъ производную по 5, получимъ: 

^* аз^^' аз ^^'-ш = ^' 

Р'Ьшимъ это равенство относительно -—-: 

1 (лЗ 

3,3 "" р-я; аз }з-х аз 

•л подставимъ вмЬсто Х», ^х и производной отъ ж^ по 5 ихъ вышепрпведен- 
.яыя значешя, получимъ равенство: 



* (р г) _ 



^_1*^с25(И,. _ . , (314) 



аз р аз 
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Бодобнумъ же образомъ составимъ двадрупя равенства подобнаго же вид»^. 
заключающ1а уте вм^^о а. 

Ивъ этихъ равенствъ получивъ зат^ъ С1']&дующ1я выражетя для треть- 
цхъ дроизводыыхъ: 



Бри помощи этихъ выражен1й равенства (809) представятся сл']^дующи11'ь 
образомъ: 

V С08 {VX) = г!1 ^ С08 (ЬХ) + ~ —^ С08 (рХ)+ 



Изъ этихъ выражен1Й видно, что проэкщи ускорен1я втораго порядка 
на касательную, на направлен1е рад1уса кривизны и на бинормаль выра-^ 
жаются такъ: 

VСО%{VV) = '^ — ^, (317/* 

*г;*со8М = |4^, (318> 

г;со8(«;й) = 111^-; (319) 

Бъ посл^двемъ варажен1и верхшй знакъ долженъ быть взятъ тогда, ког- 
да р им^тъ величину положительную. 

Для опред^&лен1я знака величины р мы возьмемъ выражен1е: 

р = »Р„со8(й)„2)= %а:» + ^'уь + ^^„ 

которое представится, по сокращенш, подъ сл^дующимъ видомъ: 

•^""Р ^5» \,оГ5 (^5^ й8 аз" I "*" еГ8» и^ еГ5» (Г5 (Г5V"^ 
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Для прик']^ра опред^1имъ ускореше втораго порядка въдвиженш точки 
съ постоянною скоростью по правой иди 1:&вой винтовой 1ИШИ на кру1хь 
вомъ цнлиндр'&. 

Движен1е выражается С1'1^дующимъ образомъ: 

7> /а*С08а\ т> • /а^С08а\ . . 

х = Лсо8 ( — ^— ^, у = :;=2г8ш(^— ^ — ^, ^ = а<8Ша, 

гд'Ь а есть скорость движущейся точки, 1?-^рад1усъ освоваихя цилиндра, 
а— уголь наклонешя винтовой лин1и къ основан1ю цилиндра; верхн1й знакъ 
относится къ право-винтовой линш. 
По изв'Ьстныиъ формуламъ найдеиъ: 

й8 = аМ^ в = а1\ 

зат']^нъ: 

■о /5С08а\ т> . /ЗСОЗаХ 

Л? = Л С08 I — 5— ^, у = н-Д8Ш( д ^щ ^ег = 58Ша. 

По формуламъ (286) и (287) мы найдемъ, что радаусъ кривизны тш^ 
етъ постоянную величину: 

_ В 

Р С08*а 

И направлен1е прямо противоположное координатной оси а (черт. 7). 

По формуламъ (311) и (812) мы найдемъ, что завипе винтовой лин111 
также постоянно на всемъ протяжен1и кривой и равно: 

8Ш а С08 а 

такъ что 

в 



1 = :т. 



8Ш а С08 а 

По формуле (320) МЫ составимъ выраженхе для р: 

81П а С08 а 



Р = 



В 



Следовательно, въ право-винтовой лин1И р им^етъ отрицательную, въ 
л^во-винтовой— положительную величину; поэтому завит1е, при которомъ 
4? > О, можно называть л-Ьво-винтовымъ, обратное— право-винтовымъ. 

Проэкщи ускоретя втораго порядка на касательную и бинормаль вь 
разсматриваемомъ движен1и равны: 

/• V а^со8*в'- ;\. а^сов^«18ша 

V С08(г; V)= ^г-, V С08 {VЪ) = 1Ц ^2 ^ 

проэкщя на радЁусъ кривизны равна нулю. 
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Б1гаорма1ь направлена внизъ (по отрицательной оси 2^) въ правомъ 
и вверхъ въ л'Ъвонъ впвт% поэтоиу проэкщя усворен1я на бинормаль со- 
ставляетъ въ обоихъ случаяхъ съ осью 2 острый уголъ. 



ГЛАВА IX. 

Ускорен1я точекъ твердаго т-Ьла. 

§ 73. Проэкщи ускорешй точекъ твердаго т*ла на 
неподвижные осн Боордннатъ. 

Чтобы получить внражен1я продкцШ уокоретй точекъ твер- 
даго т'Ьла на неподвижный оси ноординатъ, надо взять произ- 
водный по ( отъ обйихъ частей равенствъ (142) стр. 125: 

"^ т — V 3^ — л. 



Входящ1Я сюда производный: 

^[{х — Хю) с^(у — ую) (1(е — гю) 
^1 ' ^г ^ с[( 



иогемъ заменить снова ихъ вырахен1ями изъ равенствъ (142): 



Бо второй части этого равенства придадимъ и вычтенъ изъ 
нея произведен1е (а? — х^ Р^; она получить тогда слйдующгй видъ: 

= Р^^ С08 (гй) — (х — х„) 9', 
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ТаБнкъ образонъ получатся сх^^д7ющ1я ввражешя: 

■^ =«; 1(»8 (м;Х) = а;"„ + {г — г^ $' — (у— у») -В' + 

, +.Р1?г.со&(га) — (« — ««,) 2*. . ., (321, а) 

^ =«; С08 («;У) = 2г'^„ + (ж— т«,) Тг' — (л — О Р' + 

+ (г2гс05(г2)-(^ — у«,)2' (321, Ь) 

^ =^(; С08 (^^ = ^"„ + 0^ - у„) Р' - (ж - а;„) (2' + 

-I- БЙГС08(г2) — (г — ;8Г„)д* (321, с) 

Разсиатривая эти внражепя, кн зам'Ьчаеаъ, что вторня части 
ж%ъ заключаютъ три группы членовъ: 

А) Проэкцш ускорешя полюса, то есть величины х,^^ у^, г1о. 

В) Члены, завлючающ1е величины Р', ^', В'. 

С) Члены, ваключающте Р, §, В- во второй степени или 
произведешя ихъ. 

§ 74. Угловое у скорен1е, его изм*рен1Я- Вращатель- 
ное усворенхе. 

Бел и чины: 

^ ~ (Л' ^ ~ (И^ ^ ~ сИ -^ 

ч 

равно какъ и величину изъ нихъ составленную: 

мы ветр'Ьчахи уже въ § 30; вд'Ьсь накъ придется иовторить кое 
что сказавиое въ этожъ параграф'Ь. 

Бели изъ начала воордиватъ провести длину, изображающую угло- 
вую еворосфь, щ при движеши т&Еа, коиецъ ея Л опишетъ нривую 
лишю иазвваевую пеподвижнынъ гадографомъ угловой скорости; 
рад1усы векторн этого годографа тавъ относятся къ единиц'Ь длины (()), 
каЕЪ 1ред(7гавляеиня ими угловня скорости относятся къ единиц'Ь 
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угловой СБороет! (1 : $\ поэтому координаты точки А выразятся 
величинами: 

ед . Ру вд . ^. вд . В^ 

а про9КЦ]м на оси координатъ скорости этой точки — величинами: 

вд.Р\ бд.д\ вд.т. 

Величина скорости точки Л будетъ равна вд .2. 

Скорость точки А^ деленная на вд, то есть величина 2, на^ 
зывается угловымь ус9соренгемъ^ а величины Р\ ^\ В\ — проэк- 
Ц1ЯМЕ угловаго ускорен1я на неподвижный оси координатъ; на- 
правлен1е скорости точки А называется направлешемъ угловаго 
ускорешя; поэтому мы пишемъ сл^дующш формулы: 

Р' = йш(йх1 ^'=йсо8(йУ), Б'=6со8(й^. (322) 

Угловое ускорен1е им'Ьетъ изм'Ьрешя отвлеченнаго числа дЪ- 
леннаго на квадратъ времени, такъ что: 

единица угловаго ускорешя = (единица врем.)' ' 
Заключающ1яся во вторыхъ частяхъ выражешй (231) разности: 

{л! — ^ю)Я'—(у — у^)В\ {х — х^)В'—(11^ — л^)Р\ 

(у-ую)Р' — (х—х^)д' 

им'Ьютъ тотъ же самый видъ, что и вторыя части равенствъ (96), 
отличаясь отъ нихъ т^^мъ, что, вм'Ьсто проэкц1И угловой скорости^ 
заключаютъ проэкцш угловаго ускорешя; по сходству вида мы мо- 
жемъ судить^ что эти разности суть выражен1я цроэкц1й на оси 
Х^ У, 2 нйкотораго ускорен1я (то есть величины, имеющей из- 
м'Ьрешя длины д^Ьленной на квадратъ времени), направлеяяаго пер- 
пендикулярно къ плоскости, проведенной черезъ раддусъ векторъ 
г = ЮШ точки д черезъ направлеше Юй (черт. 109) угловаго 
ускорешя. Ускореше это, которое мы назовемъ ^ращательныт 
ускоренгемъ еокруп полюса Ю^ нмФетъ величину равную лродзведе- 
лт угловаго ускорешя на длину разстояв1Я 9ЮЯточ1шШ}отъ лин1Я 
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йЮ ж направлено сд'Ьва на право для наблюдателя, стоящаго но- 
гами въ Ю по направлешю Юй и енотрящаго на точку Ш; ны 
условинса обозначать это вращательное усворен1е такъ: №. 



го = й^Н— 2гсо8(9г) 



(323) 



ю со8(й)Х) ={л- о ^'— (у-у») т \ 



^осо8^юу)=^x-x„)Е'—(л-л^р'\ .... (324) 

^о С08 (й>г) = (у- у„) Р'-(х~х^) я' . • 

§ 75. Центростремительное ускореше. 

Въ членахъ группы С въ внражешяхъ (321) заключается 

произведете гсо8(г2), выражающее длину ^^9^^(черт. 41) прозк- 

Ц1И рад1уса вектора ЮШ на направленхе Юй угловой скорости; 
крои'Ь того, ны находимъ въ членахъ этой группы разности 
{х — ж^, {у — у^^ (^ — ;8?^, выра»ающ1Я прбэкцш рад1уса 

вектора г(10Ш) на неподвижный оси координатъ; сл'&довательно^ 
члены зтой группы можно написать такъ: 



й\ЮЕ(^о% (еХ) — г С08 (гХ)], й\ЮЕсоъ {ЯУ) — г сов (г У)], 



^'[^о^5?со8(^^) — гсо8(г^)]. 

Величины, заключающ1дся въ свобкахъ вида [], с$тьпро9к- 
ц1и на оси X, У^ 2 геометрической разности между длиною 

ЮЕ^ направленною по &, и между рад1усомъ вевторомъ ЮШ\ 
геометрическая же разность (см. стр. 124) зтмхъ длинъ есть 

длина ШЕ (черт. 41), поэтому разсматриваемые члены выра- 
хаютъ лроакцш на оси X, У^ 2 ускорен1я равнаго: 



2^ . ШЕ 



л направленнаго отъ ЭП къ Е, 
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Это уекорев1е вазнвается иент))остремительным» ускоренгемъ 

т 

по отношетю къ полюсу Ю\ мы будемъ его обознатать знакомъ: с. 



с С08 {сХ) = Ръ^г С08 (ге) — Ог{х — ж^ 
с 08 {сУ) = О^г сов (г2) — 2- (г/ — у„) 

с С08 (С^) = ВйГС1% (г2) — 2- (^г — ^Гк.) 



. . . (325) 



§ 76. УсБореше всякой точки твердаго т^^ла есть 
геометрическая сумма трехъ ускоренШ. 

Формулы (321 — 323) внражаютъ, что ускорен1е го всякой 
точки твердаго тЬла можетъ быть разсматриваемо, какъ гео- 
метрическая сумма трехъ ускорен!!: 

А) ускорен1я го^ точки Ю (полюса), 

Б) вращательнаго ускорен1я Ш вокругъ этого полюса, 

С) центростремительнаго ускорен1Я с по отношен1Ю къ этому 
полюсу. 

Символическое выражен1е этой зависимости: 



у) = и^^ + ^ + с (326) 

зам'Ьняетъ собою формулы (321). 

§ 77. Внражен1я проэквдй ускорон1й точекъ твер- 
даго т^^ла на оси координатъ, неизм'Ьяно связанныя 

съ т1^омъ. 

• • • • 

Такъ какъ ускорен1я 1^, гс;,^; ^ и е им'Ьютъ так!я величины 

1 

Я ваправлев1я, что изъ лин1й равныхъ и паралледьныхъ имъ 

можно составить замкнутый четыреугольникъ, то продкц1я V) на 
всякое направлен1е, а следовательно и на оси Е, X, 2, равняется 
сумм'Ь проэкщй остальныхъ трехъ ускорен1в на тоже направлен1е. 

Составимъ выражен1Я проэкц1й ускоренШ г^;»» №, с, на оси 
Е Г 2 
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Л. Про9ЕЦ1Я ускорены полюса Ю на ось г очевидно выра- 
жается формулою: 

г1?к,со80<;к,Е)=^г"^Х^ + у^у + Уиж . . ; . (327) 

я подобныя хе формулы выражаютъ проэкщи его на дв'Ь друпя оси. 

В. Проэкщи вращательнаго усшорен1я на оси &, Т, 21 должны 
выражаться формулами сходными съ формулами (114), выражаю- 
щими проэкщи вращательной скорости на т'Ь же оси, такъ какъ 
вращательное ускорен1е отличается отъ вращательной скорости 
т:Ьмъ, что угловая скорость зам'Ьнена угловымъ ускоренхемъ. 

Ол'Ьдовательно, намъ предстоитъ прежде составить выражен1я 
лро8КЦ]й угловаго ускорешя на оси 2, Г^ 2. 

Проэкц1я угловаго ускорен1Я на ось Е равна. 

й С08 (23) = Р'Х, + Я\ + В%, 
или: 

й С08 (ИЗ) = <^(Р^-+Я^у+^>') _ (РХ'^ + ду^ + -В^'я). 

Бели мы подставимъ вместо х'^.) >^у9 х', ихъ выражешя (104, 
а, Ьу с) на стр. 93, то найденъ, что второй тричленъ второй 
части предыдущаго равенства равенъ нулю. 

По формулапъ же (116), тричленъ, отъ вотораго берется 
производная по ^ въ предъидущенъ выражен1Иу равенъ р, такимъ 
образоиъ мы получимъ: 



6 008 (бЗ) = р' = р% + д%^ ЁХ 

й 008 (6г) = ^' = р >х + ^^у + ^г>ж 
й 008 (йъ) = г'= р% + я\ + -ВЧ ] 



, . • • (З^о) 



то есть продкЦ1и угловаго ускорен1я на оси 2, Т, 2 суть величины: 

Лр йа йт 

—±. , _^, — . 

М сИ сИ 



*) Формулы эти С1^дуютъ также вьъ формул (182) стр. 116 
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На оенован1И еказаннаго, про8КЦ1И ускоретя № на оси г. Г, 2 
выражаются формулами: 



Ю С08 (шЕ) = С?' — V 
й) С08 (гоГ) = ег' — Ср' 
г» соз (П)2) = 1ГЦ)' — 5д' 



(329) 



с. Проввщя центроотрештельнаго уекорешл на ось 2 равняется 
Я*, пожножешной на разность про8Кц!й на туже ось дяннъ ЮВ 
и ЮШ; то есть: 



но: 



поэтому: 



с со8(сЕ) = 2» ^0^Е;со8(^3)— ^*5; 



й.ЮЕ^р^-^^+гг:, 



гд* 



с соз (сЕ) = Кр? + дт1 + гС) — еа*; . . • (330) 



а» =р* + «* + г\ 



На обвоваш! сказаннато въ начале этого параграфа, мн соетав- 
ляеиъ а'Ьдующ1я внражешя проэвщй усворен1я какой 1н(^ точен 
твердаго т%ла на оен коорднватъ, неивм^Ьнно евязанння сь гЬлонъ: 



го соз (мЕ) = х"„-к^ + у"»>^ + -г'и. + Се' — 1Г1г' + 



+ р{р1 + 2Щ + гС) — $а' 



(331, а) 



гV соз (гоГ) = ж' V:. + у"„1^„ + ;г"„111, + 5г' — Ср' + 

+ г(р5+3»1 + «:С)-112^ (331, Ь) 

«)соз(«>г)=.а?"»у,+У'«,Уу4-<г"«,у, + 1Г|р' — $з' 4- 

+г(р$+гт1+гс)-са* (331, с) 
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ГЛАВА X. 

Усиорен1е относительнаго движен1Я точки по отношеню къ 

движущейся неизменяемой средЪ. 

§ 78* УвБореше отвоситедьнаго движен1я. Проэщш 
ею на оси Еоординатъ, невзмМно евязанння со средою. 

Возвращаемся снова къ относительному двнжешю некоторое точ- 
ки ЛГпо отношешю къ некоторой яеизм1шдбмой двиакущеАея сред'Ь. 

Отъ скорости относительнаго двнженш нереходшъ къ уско- 
решю относительнаго двихешд такииъ же образомъ, какъ это 
делалось для абсолютнаго движен1я. 

Все, что бнло сказано въ УШ-й главД объ ускореши абсо- 
лютнаго движешя, о проэкц1Яхъ его на оси коордннатъ X, У, 2^ 
на касательную и на главную нориаль традктор1и абсолютнаго 
двиген1я, — прин'Ьняется слово въ слово къ ускоренш относитель- 
наго движен1я, къ нро9КЦ1яиъ его на оси 8, Г, 2 , на кас9»тель- 
ную и на главную нормаль тра9ктор1и относитедьйаго двнжев1л* 
Поэтом|, говоря объ ускорен1Н относительнаго движец1я^ мы бу- 
демъ зд'Ьс]г выражаться короче^ такъ какъ намъ пришлось бы 
почти повторять сказанное въ глав:Ь УШ. 

Для краткости, мы б-удемъ говорить: < относительное уско- 
рен1е> вм:Ьсто: «ускореше относительнаго движешя >. 

Относительное ускорепе есть величина присущая всякому та- 
кому относительному двнжешю точки М по отношешю къ двн*' 
жущейся нензм'Ьняемой ередф, въ которомъ относительная ско- 
рость точки М изм'Ьнябтъ постепенно свою величину или направ- 
мш въ нензм'Ьняемой сред'Ь, или то и другое вм'Ьст'Ь. 

Величина относительнаго ускоренгя равняется дгьленной 
па единицу времени велтгшгь относительной скорости точки 11. 
чертяи^й годографъ относительнаю двиоюенгя (§ 45). 

^аправленге, которое имтьетг относительная скорость 
этой точки и, принимается за направленге относительнаго 
ускорешя. 
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Относительное ускореше им:Ьетъ т'Ь хе сання лгш/кршя (раз- 
меры), Бак1е им'Ьетъ усБорен1е абсолютнаго двихен1Я и изн'Ь- 
рдетсд т'Ьия же самыми единицами. 

Относительное ускореше, подобно абсолютному^ изображается 
длиною^ отложенною отъ положенья движущейся точки по на- 
правлешю относительнаго усворен1я и заключающею в% ее&к столько 
единицъ длинн и частей ея сколько въ изобрадаемомъ усворешя 
заключается единицъ ускорешя и частей ея. 

Величину и направдеше относительнаго ускорешя какой либо 
движущейся точки М ши будемъ обозначать тою же самою бук- 
вою, какою обозначали величину и надравлеше относительной ско- 
рости ея, но съ точкою надъ буквою; если от&осительную ско- 
рость точки М мы обозначали буквою и, то относительное уско- 
реше ея обозначимъ сл:Ьдующимъ знакомъ: 

• 

и, 

ПроэБЦ1И ускорен1я относительнаго движенья на оси коорди- 
натъ г, X, 2 равны д'Ьленннмъ на в проэкцьямъ на гЬ же оси отно- 
сительной скорости точки П, описывающей относительный годо- 
графъ; а такъ какъ относительный координаты этой точки суть: 

то про9кц1И относительнаго ускорен1я на оси Е, Т^ 2 выражаются 
такъ: 



и С08 (иЕ) = -^ 
и С08 (иГ) = щ1 
и С08 (иТм) = -^ 
Величина относительнаго ускорешя: 



(333) 



и=+ }/ЦУ + ЫУ + (С? . • (334) 
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Проэкцга отноеительнаго ускорешя на всякое накрав л еше П, 
неизм'Ьнно связанное съ движущейся средою, выражается формулою: 

г^соаС^Щ^ '^'^Ру» (335) 

гд'Ь р означаютъ величину и нанравлен1е радхуса вектора, про- 
веденнаго изъ точки Ю къ движущейся точк* Ж 

Относительное ускорвн1е заключается въ плоскости кривизны 
относительной тразктор1и; проэвщи его на направленге относитель- 
ной скорости и на направлен1е рад1уса кривизны относительной 
траэкторхи выражаются такъ: 

г*со8(геи) = ^^> «* С08 (е«р) = - » (336) 

Зд^сь р означаетъ величину и направден1е радауса кривизны 
относительной тра9Ктор1И въ той точк'Ь, въ которой находится 
движущаяся точка въ разснатриваеиый моментъ. 

Проэкц1и отноеительнаго ускорен1я на координатныя оси сфе- 
ричеснихъ или полярныхъ относительныхгкоордииатъ{щ. 173) 
выражаются формулами, внолн'Ь подобными т^Ьмъ, который выра- 
жаютъ проэкц1и ускорен1я абсодютнаго движен1я на координатныя 
оси абсолютныхъ сферическихъ или полярныхъ координатъ. 

1[ро8КЦ1и отноеительнаго ускорен 1я на неподвижныя оси ко- 
ордпнатъ X, У, 2 выражаются формулами: 



и С08 (иХ) — 5"Х, 4- 7)' >^ + Су. 
и сов (иУ) — 5"Ху + 'г|'>у + С'Ч 
и С08 (и2) = П. + ^''р. + С V, ] 



(337) 



§ 79. Зависимость между ускорешями абсолютнымъ 
и относительнымъ. Поворотное ускореше. 

Для опред1лен1я соотношешя между уекорешемъ абсолютнаго 
двджен1Я точки М и уекоренхемъ отноеительнаго лвижен1я ея по 

18 
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отношевш къ движущейся неиза'Ьняеной средф, 1н возыемъ 
дроязводння по времени отъ равенствъ (199) § 48; получяиъ: 

+ Ж"к)+Е^"ж+ Т^/'х + СV''а; (338, а) 

+ /.+ех';+ ^;+С^; (338, Ь) 

+ ^4-5X^4- V. +Су^ (338, с) 

Первня чв^гт этихъ равенствъ внражаютъ проэкцхи на не- 
подвижяня оси X, У, 2 ускорешя V абсолютнато движен1я точки М. 

Вторня части вахдаго изъ этихъ равенствъ заклочаютъ по 
десяти членовъ. 

Сумин первыхъ трехъ членовъ внражаютъ (си. (337)) проэк* 
щи на оси X, У, 2 ускорен 1Я и относительнаго двихен1я точки М. 

За этими членами въ внрахен1яхъ (338) стоятъ тричленн, за- 
ключеннне въ скобки и помноженнне на два; ати тричленн ин срав- 
нииъ со вторнми частями равенствъ (98) стр. 83; такъ, тричленъ: 

^ Ж+^ -««+'• "л 

сравнимъ съ тричленоиъ: 

Шсо8(й,Х) = |^ + г)^^+С^ (93) 

и подобнниъ же образомъ сравнииъ прочхе соотвЪтственнне три* 
членн. 

Тричленн вида (93) внражаютъ, какъ намъ изв'Ьстно, проэкщи 
на оси X, У, 2 вращательной вокругъ нолюса Ю скорости той 
точки Ш среди ^ относительння координатн которой суть €, -ц, С. 
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Поэтому тритленн вида: 

^•^'^' + ^-^'%'+^-^'ж'- (339) 

внражаютъ проэкцхи на оси X, У, ^врпщательной вовругь Л> скоро- 
сти той точки неизм'Ьняеиой среды, относитольння координаты которой 
суть: в.^' в.у\. в.^у а это, какъ нахъ известно (332), суть относитель- 
ныя координаты точки 11, описывающей относительный годографъ. 

Сл'Ьдовательно^ тричленЫ; заключающхеся въ скобкахъ во вторыхъ 
частяхъ равенствъ (338), равняются, д'Ьленнымъ на единицу времени 
{в)у проэкщяиъ на оси X, У, 2^ вращательной скорости (вокругъ по- 
люса Ю) той точки неизи^^няеиой среды, съ которою въ разсжатри- 
ваеиый номентъ совнадаетъ точка П, чертящая годографъ относитель- 
нагодвижешя; очевидно, тричлены этиимФютъ изм'Ьрен1я ускорешй. 

Такимъ образоиъ иы видимъ, что вышесказанные удвоенные три- 
члены представляютъ проэкщи на оси X, У, 2^ ускорешя, ии'Ью- 
щаго величину и направлепе удвоенной и д'Ьленной на в вра- 
щательной скорости точки среды, совпадающей съ точкою П. 

Въ иеханик^Ь весьма часто приходится пользоваться форму- 
лами, въ которвгхъ проэкцги вышесказаннаго ускорешя входятъ 
преимущественно съ отрицательными знаками; поэтому принято обоз- 
начать особымъ наименовашемъ не то ускорен1е, объ которомъ 
мы сейчасъ говорили, но прямопротивоположное ему. 

Посл^кднее называется у французовъ «центроб^кхнымъ слож- 
нымъ ускорен1емъ> (ассё1ёга410п сепкпГиде союрозёе); этому не 
совсЬмъ удачному наименовашю мы предпочтемъ другое, употреб- 
ленное Сомовымъ въ его Рац1анальной Мехеник'Ь, а именно на- 
именоваше поворошнаю ускоренгя. 

И такъ, поворотнымг ускоретемъ мы будемъ называть 
усноренге раенЬе и прямопротивоположное удвоенной и дть- 
ленной на единицу времени вращательной (вокруг^ полюса Ю) 
скорости той точки неизмгьняемой среды, съ которою въ раз 
сматриваемый моментъ совпадаетъ точка М, чертящая отно- 
сительный годографъ. 
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Величину и направлеше поворотнаго уекорешя ма буденъ 
обозначать знаконъ: 

к. 

Мы инФенъ, сл^Ьдоватсльно, тав1я внражешя для проввцИ 
поворотнаго усворен1Я на оси X, У, 2: 



к(^{кХ)= - 2(РХ', + ЧУ« + С'^'*) 
к С08 {кУ) = — 2(а'у + У1\^'у + С^у) 



. . . (340) 



Т'Ь саиня преобразован1Яу помощш ноторыхъ иы изъ формулъ 
(93) получили формулы (96), дадутъ наиъ возможность выразить 
тричлены, заключающхеся во вторыхъ частяхъ равенствъ (340), 
разностями, заключающими угловыя скорости Р, @, и 22 и проэк- 

ц1и рад1уса вектора ИЮ на оси X, У, Л; тогда получимъ: 



к С08 (кХ) = 
Лсо8(й;У) = 
к С08 {кг ) = 



2{^и С08 {и2) — Ви со8(г^У)) ] 
2{Еи С08 (иХ) - 
2{РисофУ)' 



Л*С08(ге^))[,.(341) 
0исо8{иХ^) 



гд'Ь проэкцш скорости (и) на оси X, У, 7, выражаются фор- 
мулами (196). 

Величина поворотнаго усворен1Я равняется произведешю: 

22<«8ш(|42) = %;; 

направлен1е же его перпендикулярно къ плоскости, параллельной 
угловой скорости неизм^^няемой среды и относительной скорости 
(«^) движущейся точки Ж; сторона, въ которую направлено пово- 
ротное ускорен1е, опред^Ьляется по сл'Ьдующему правилу: наблю- 
дателю, стоящему ногами въ точк'Ь Ю, головою по направлешю 
угловой скорости и смотрящему на точку 11, длина, параллель- 
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ная поворотному ускорен1Ю и проведенкая изъ точки 11, пред- 
ставится направленною справа на лгьво (черт. 110). 

Поворотное ускореше обращается въ нуль: 

а) когда скорость относительнаго движешя равна нулю, 

Ъ) когда угловая скорость равна нулю, 

с) когда скорость относительнаго движен1Я параллельна мгно- 
венной оси. • 

ЗатФмъ остается разснотр'бть значен1е посл'Ьднихъ четырехъ 
членовъ во второй части каждаго изъ равенствъ (338). 

Легко вид^Ьть, что суммы втихъ четырехъ членовъ выражаютъ 
орозкц1И на оси X, У, 2 ускорешя той точки Ш неизм'Ьняемой 
среды, съ которою въ разсматриваемый моментъ совпадаетъ точка М\ 
относительный координаты точки Ш постоянны, поэтому проэкцти 

ускорен1я (го) ея выражаются такъ: 



го С08 {гоХ) 

госо^{ъоУ) 

• • 






. (342) 



Изъ всего свазаннаго видно, что [У!авенства (338) иохно на- 
писать ехЪдующнмъ образокъ: 



V С08 (|;Х) = и С08 {иХ) + V) С08 {ъоХ) — к С08 {кХ) 
• • •• •• •• 

V С08 {VУ) = и С08 {иУ)-{'го сое {го У) — й соз (ЛУ) 

.• •• .. «а 

V соз {V2) = и С08 (и2) + «; С08 («;2) — к сов (кг) 



; . (343) 



а это означаетъ, что уекоренге абсолютною двиоюенгя точки М 
можетъ быть разсматртаемо накъ геометрическая сумма 

трехъ ускоретй: относительнаю ускоретя (и) точки М еъ 
относительномъ двио/сенш ея по отнатенгю къ какой либо 

движущейся средтЬу успоренгя (го) той точки среды ^ съ которою въ 



V 



Т^;'-г^^Г 
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разематриваемый момента совпадаетг точна М, и ускоренгя 
равнаю и прямопротивополооюнаго поворотному ускоренгю (к). 

Или: 

• • • • 

и = ь -{-к — V) (344) 

то есть ускоренге относительнаго двио/сенгя есть геометриче- 
ская сумма ускоренгй абсолют^го^ поворотнаю, и ускоренгя 

раенаю и прямопротивоположнаю ускоренгю (го). 



§ 80. Формулы, внражающ1я зависимость между 
проэкщями вышесказанинхъ четнрехъ ускоренШ на 
оси воординатъ, неизменно евязанння съ движущеюся 
средою. 

1 

1 • • • • 

I Такъ какъ ускорев1Я «;, Л, ( — го) и {и) имАготъ таш величины 

I и направлен1я, что изъ лин1й равныхъ и параллельнЕКСъ длинаиъ, 

I ихъ изображающииъ, южно построить замкнутый четнреутольникЪ; 

\ то проэБЦ1Я усворен1Я и на вслире направлеше, подвижное ил 

неподвижное^ равняется сухм1Ь проэвщй на то же направлеше уско- 

рен1й V, к Е взятаго въ противоположную сторону ускорешя ^о. 

Составимъ равенства, внражающ1я результаты про8Бтирован1я 
этого четыреугольника на оси г, Т, 2. 

Очевидно что про9кц1и абсолютнаго ускорешя V на эти оси 
выражаются сл^Ьдующиии формулами: 



V софЕ) = х\ + у\ + ^\ 
|;со8(г;2)= ж\ + у"уу + ;8г"у^. 



(345) 



Такъ какъ относительння координаты точки И суть в1\ в-ц, €\ 
то проэкщи попоротнаго ускорешя на оси г, Г, 2 на основами 
формулъ (114) стр. 103 выразятся такъ: 
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к С08 (АЕ) = 

• • 

к С08 (ЛХ) = 

• • 

к С08 (А;2) = 



о/ ^'^ 






а1 



2(' Ш 



)1 

)1 



б?? 

2^ 



. (346) 



Поэтому мы будемъ пмФть слЪдующтд равенства, которыя 
намъ понадобятся въ неханик'Ь относительнаго движен1л: 






= ^С08(|)В) — «^;со8(гс;2)-2(д~ — г|^-) . .(347, а) 



= |;со8(«;Т) — го С08 (м;Г) — 2( г ^^ — р -^) . . (347, Ь) 



= «;со8(г?12) — м; сое (в1;21|) 






С?тг) 



,41).. (347..) 



ГЛАВА XI. 

Объ ускорен1яхъ въ составныхъ движен1яхъ. 

§ 81. Положинъ, что какое либо движеше точкн М есть 
составное изъ двухъ составляющихъ движен1й: изъ относитель- 
наго движетя точки М по отношен1ю къ н'Ькоторой движущейся 
неизменяемой сред'Ь № I и изъ переноснаго движен1я точки М 
вм^Ьст'Ь съ 8Т0Ю средою. 

Ускорешемъ точки М въ какой либо иоментъ ^ въ каждомъ 
И8ъ этихъ составляющихъ движен1й мы назцваемъ то ускоренхе, ко- 
торое им'Ьла бы въ этотъ моментъ точка М тогда, когда было бы 
уничтожено другое составляющее движеше, а точка Ж* въ остав- 
шемся движеши проходила бы въ моментъ < черезъ положен1е, 
занимаемое ею въ зтотъ моментъ въ составномъ движеши. 

По этому опред^У[ен1Ю усворешя составляющихъ движешй суть: 

и — усБорен1е относительнаго движешя точки М по отношен1Ю 



къ сред'Ь № I и го — ускоренге пе^еносиаю движенгяу равное 
усБорен1Ю той точки среды ^Е I, съ которою въ моментъ I со- 
впадаетъ точка М. 

Изъ сказаннаго въ посд'Ьавихъ двухъ параграфахъ преды- 
дущей главы видно, что, еооби^е говоря ^ ускоренге соспшвнаго 
двио/еенгя не равняется геометрической суммть ускоренгй со- 
ставляющихь движенгй. 

Такъ что, если мы построимъ на ускорен1ЛХъ и л го состав- 
ляющихъ движен1й параллелограииъ, то Д1агональ его не будетъ 
представлять величину и направлен1е ускорев1я составнаго дви- 
жешя; чтобы получить посл^Ьднее, придется на полученной Д1а- 
гопали и на ускорен1и, равномъ и противоположноиъ поворот- 
ному, построить новый параллелограмЪ; дхагональ котораго уже 
будетъ изображать ускоренте составнаго движешя. 

Ноу если среда X I движется поступательно^ то то^а 
ускоренге составнаго движенгя есть геометрическая сумма 
ускоренгй составляющих^ двисисенгй. 

При составноиъ движеши точки М, образующемся изъсоеди- 
нен1я н'Ьсколькихъ составляющихъ движешй, какъ указано въ 
§ 60, мы дадимъ следующее опредЪлеше ускорешямъ точки въ 
ооставлюящихъ движешяхъ. 

Ускорен1е точки М въ моментъ Ь въ которомъ либо изъ 
составляющихъ двяжен1й есть то ускорен1е, которое им'Ьла бы въ 
этотъ моментъ точка М тогда, когда были бы уничтожены всЬ 
составляющ1я движешя, исключая разсматриваемаго, ипритомъ уни- 
чтожеше т^хъ составляющихъ движешй было сд'Ьлано такъ, чтобы 
въ оставшемся движеши, какъ точка Ж, такъ и вспомогатель- 
ный среды приходили бы въ моментъ ^ въ тЬ положен1я, которыя 
они занимаютъ въ этотъ моментъ въ составноиъ движен1И. 

Возьмемъ наприм'Ьръ составное движенге, разсмотр'Ьнное на 
страницахъ 216 и 217, и, согласно съ даниыиъ опред^^ешемъ^ 
перечислимъ ускорешя въ его составляющихъ движешяхъ. 

Представимъ себЪ, что всЪ среды находятся неподвижно въ т^Ьхъ 
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самнхъ положбН1яхъ, Боторыя он'Ь занимаютъ при полноиъ дви- 
хен1И въ мокентъ {; относительное же движенхе точки М по отно- 
шешю къ сред^ ^.|(|1^*гги 1|^ .1фб|^ф[ра|1^ шеязи'Ьнившиисд; 
то ускорен1е, которое при этихъ предположешяхъ будетъ ин'Ьть 
точка М въ мментъ (^ есть усворбЯ1# точки М въ 110][ент1ь < 
въ составлянщенъ движенш № 1-й. -" 

Представимъ себ4, что среды Л№: I, II, (^—П) нахо- 
дятся неподвижно въ гЬхъ саинхъ положен1яхъ, которыя онЪ зани- 
иаютъ въ иокевтъ (; нредположииЪ; что точм М совпадаетъ съ тшо 
точкою 9К1 средц.№(Х — I), съ которою ода совпадаетъ въ моиещъ 
^, но что отно№ельное движете среды № {К — I) по отношен1ю къ 
сред'Ь № {К — II) совершается такинъ же обра^оиъ, ка^съ и при с6- 
ставномъ движеши; ускорен1е) которое при этихъ предпбдожешяхъ 
будетъ ии'Ьть точка М, въ монентъ ^, есть уеворен1е точки М въ ио- 
ментъ I въ составяяющемъ движев1И № 2. Очевидно, что это уско- 
рен1е тождественно съ ускорешеиъ точки 9Я1 въ моментъ { въ 
отмжгельншъ движвши ее по отшяпешю къ сред'Ь № (1Г — II). 

Нетрудно вид'Ьть, какъ продолжать эти разсужден1я дал^^е. 
• Ъщщ(^ вщщ(^. обратись внцканк ,н^ с{|'Ьдул9щее обстоятельство: 

У стренге оосп^%»на%о движенгя точ1Ш е(ть геометрическая 
сумма ускоренШ ея въ составляющиосг двиэюенгяхь, но только 
при томъ условги^ чтобы неизмгьняемыя среды, при помощи ко^ 
торыхъ совершается составленге двиоюенгя, есть двигались бы 
поступательна • . . (348) 

Если это ус|ов1в соблюдено, то рроэкцц на какое бы то эй 

было направлен1е 2/, подвижное или неподвижное, усворен1Я V 

точки М въ сбставнолЕЪ движенш равняета сунм'Ь проэкц1й уско- 
■ • • 

рен1Й ея г?1, г;^, г^з? въ составляющихъ двнжешяхъ: 

V С08 {V^) = г?1 С08 {^ОхЬ) + V2 С08 (^гХ) + Vь С08 {Vг^) + • • (349) 
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